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ASTROFYZIKA HVEZD

Uvod a predmluva: Fyzikalni architektura stelarniho vesmiru

@ zAJIMAVOST

Pfedmluva autora Hvézdy predstavuiji zakladni stavebnikameny viditelného vesmiru a primarni termodynamické motory kosmické
nukleosyntézy. Pochopenijejich vnitini struktury, zafivych atmosfér, dynamického vyvoje a zavérecnych kompaktnich fazi tvofi pater
moderniteoretické i pozorovaci astrofyziky. Tato kniha si klade za cil poskytnout uceleny, matematicky rigordzni a fyzikalné konzistentni
vyklad stelarnifyziky pro pokrocilé studenty astrofyziky, teoretické fyziky a astronomie.

0.1Hvézdy jako termodynamické motory vesmiru

Vesmir v makroskopickém mérfitku vnimame predevsim prostfednictvim elektromagnetického zareni generovaného hvézdami.
Hvézda je v nejhlub$im fyzikalnim smyslu samo-gravitujici plynnéd koule nachazejici se v dynamickém a termalnim rovnovazném
stavu. Proti véudypfitomné tendenci gravitacnich sil k nekoneé¢nému kolapsu plsobi gradient vnitiniho tlaku, vytvareny kinetickym
pohybemiontd a elektronl, degenera¢nim tlakem kvantovych stavd nebo tlakem zéreni.

Z termodynamického hlediska je hvézda otevienym nerovnovaznym systémem s pomalym kvazistatickym transportem tepla z
horkého, hustého jadra do chladného mezihvézdného prostoru. V centralnich oblastech hvézdy dosahuiji teploty fadu desitek
miliond kelvind, coz prekonava elektrostatickou Coulombovskou bariéru mezi jadry lehkych prvkd a umoznuje uvolhovani jaderné
vazebné energie prostiednictvim fluznich reakci. Uvolnéna energie je nasledné prenasena radiativni difizi fotond nebo

konvektivnim pohybem plynnych elementl k fotosfére, odkud se volné sifi do prostoru jako zafivy tok:
2 4
L = 4nR°0T 4

kde L je zafivy vykon (bolometrické luminozita), R je fotosféricky polomér hvézdy, o = 5,670 x 108 Wm 2 K ~* je Stefanova-
Boltzmannova konstanta a T predstavuje efektivniteplotu povrchu.

[ GRAVITACNI KONTRAKCE ] ---> Samo-zahfivani jadra

\
[ TERMONUKLEARNI FUZE ] ---> Uvolnéni energie v jadre (pp, CNO)

\

[ RADIATIVNI / KONVEKTIVNI ] ---> PFenos energie vrstvami obdlky
TRANSPORT
\
v
[ FOTOSFERICKE ZARENI ] ---> Vyzarovani do mezihvézdného prostoru (L)

0.2 Casové skaly stelarni dynamiky
Pro jakykoliv teoreticky popis hvézd je klicové rozliSovat tfi zakladni fyzikalni Casové $kaly, které se lisi o mnoho fada. Tyto skaly
urcuji, jakym zpUsobem hvézda reaguje na perturbace rdzného druhu:

1. Dynamicka Casova $kala (73yn)

Udéavéa dobu, za kterou by se hvézda zhroutila v disledku vlastni gravitace, pokud by doslo k ndhlému vymizenivnitiniho tlaku (Cas
volného padu). Z Newtonovych pohybovych zakon( plyne:

R 1
SN

kde G =6,674 x 10 "' m? kg71 s~2 je Newtonova gravitaéni konstanta a p je stfedni hustota hvézdy. Pro Slunce je

Tdyn ~

Tayn A~ 30 minut. VSechny hydrodynamické procesy, pulzace a razové viny probihaji pravé na této Skale.
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2. Tepelna (Kelvinova-Helmholtzova) ¢asova skala (7kg)
Predstavuje dobu, po kterou by hvézda mohla vyzafovat energii sou¢asnou luminozitou L pouze z vy&erpani své gravitaéni
potencialnienergie Eg,, (nebo vnitinitepelné energie):

GM?
RL

TKH ~

Pro Slunce vychézi g ~ 3 X 107 let (tficet milion( let). Tato $kala fidi kontrak&ni fazi protohvézd pied zapalenim fuznich reakci a
reakce hvézdy na narusenitepelné rovnovahy.

3. Jaderna ¢asova skala (7,c)

Odpovida dobé Zivota hvézdy na hlavni posloupnosti, béhem niz dochazik vyhorenijaderného paliva v centralnim jadre:

€nucMc?
L

Thuc ~

Pfi fuzi &tyf protond na jedno jadro helia dochézi k pfeméné zlomku Am/m ~ 0,007 klidové hmotnosti na &istou energii (
€nne A 0,007 % 0,1 ~ 7 x 10™*, uvazujeme-li fuzi zhruba v 10 % hmotnosti hvézdy). Pro Slunce je Ty ~ 101 let (deset miliard
let).

@ DULEZITE

Hierarchie ¢asovych §kal Zasadni axiom stelarni astrofyziky vyjadfuje hierarchie: 7qyn << Tk << Tauc. Pro Slunce plati
10%s < 10 s < 107 s. Diky tomu mizeme hvézdné nitro ve vétsiné fazi zivota povazovat s extrémni pfesnostiza statické a v dokonalé
hydrostatické i tepelné rovnovaze.

0.3 Metodologie moderni stelarni astrofyziky

Pozorovani hvézd proslo dramatickou revoluci. Od vizualni astrometrie a fotografickych spekter19. stoletijsme se posunuli k multi-
vinovym kosmickym observatofim (Hubble, James Webb Space Telescope, Chandra, Gaia) a obfim pozemnim interferometrim
(VLT/VLTI na observatofiParanal).
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Wit

Zrcadlo teleskopu Jamese Webba (JWST) umozriujici detailni studium protohvézdnych mihovin

Soucasny védecky pokrok v astrofyzice hvézd stoji na syntéze tii pilifd:

1. Pfesna pozorovani: Astrometrie druzice Gaia poskytujici paralaxy a vlastnipohyby pro vice neZ miliardu hvézd;
spektroskopické prehlidky (APOGEE, LAMOST, WEAVE) s vysokym rozliSenim; fotometrické druzice Kepler a TESS mapujici
svételné kfivky proménnych a pulzujicich hvézd.

2. Kvantova a jaderna fyzika mikrosvéta: Detailni tabulky opacit (OPAL, OP), pfesné vypocty ucinnych prirezd termonuklearnich
reakciz podzemnich laboratofi (LUNA v Gran Sasso) arovnice stavu ultra-husté jaderné hmoty.

3. Numericka astrofyzika a hydrodynamika: Oteviené simulac¢nikddy, predevsim moduléarni evolucni systém MESA (Modules
for Experiments in Stellar Astrophysics), ktery umoznuje pocitat evoluci hvézd od oblaku az po kolaps zelezného jaddra se
stovkamiizotopt a pIné provazanou siti diferencialnich rovnic.

0.4 Struktura a didakticky plan této knihy

Tato monografie je koncipovéanajako hierarchicky kurzrozdéleny do pétivzajemné provazanych ¢asti:

o Castl: Fyzika hvézdnychinteriéri Formuluje fundamentalini soustavu étyf diferencialnich rovnic hvézdné stavby. Odvozuje
hydrostatickou rovnovahu, viridlovy teorém, polytropnimodely (Lane-Emdenovu rovnici), kvantovou mechaniku fuznich
fetézcl (pp cyklus, CNO cyklus, 3—-a proces) amechanismy prenosu energie zafenim a konvekci (Schwarzschildovo kritérium,
teorii smésovacidélky).

o CastIl: Hvézdné atmosféry a spektroskopicka diagnostika Zabyva se radiative transferem ve vnéjsich fotosférickych
vrstvach. Odvozuje transportnirovnici zareni, Eddingtonovu-Barbierovu aproximaci pro okrajové ztemnéni disku,
Boltzmannovu a Sahovu ionizacnirovnovahu a formovani spektralnich absorpcnich a emisnich ¢ar pomociVoigtova profilu a
kfivky rdstu.
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o Castlll: Vyvoj hvézd a pulzace Sleduje zivotni drahu hvézd v Hertzsprungové-Russellové diagramu: od gravitaéniho kolapsu
molekularniho oblaku (Jeansovo kritérium), pfes Hayashiho a Henyeyovu stopu k hlavni posloupnosti. Nasledné zkouma pas
nestability, k-mechanismus pulzaci cefeid a asteroseismologii, zakon¢enou evoluci hmotnych veleobr a Wolfovych-
Rayetovych hvézd.

o CastIV: Kompaktnirelikty a zavéreéna stadia Detailné rozebira fyziku degenerovaného elektronového a neutronového
plynu, Chandrasekharovu mez stability bilych trpaslikd, kolaps jader supernov (CCSN) a stavbu neutronovych hvézd fizenou
Tolmanovou-Oppenheimerovou-Volkoffovou (TOV) rovnici. Vrcholi fyzikou ¢ernych dér, Schwarzschildovou geometrii a
gravitacnimivinami.

o Cast V: Pfilohy a védecky aparat Obsahuje kompletni analytické odvozeni Lane-Emdenovy rovnice a Chandrasekharovy
meze (Dodatek A), programéatorsky manual pro analyzu evolué¢nich modell MESA v Pythonu (Dodatek B), sbirku 15 pIné
feSenych vypocetnich Uloh (Dodatek C) a encyklopedicky glosar kli¢ovych termint (Dodatek D).

Vitejte na cesté do zhavych hlubin stelarnich jaderido zakfiveného casoprostoru kolem kompaktnich reliktd.
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Castl: Fyzika hvézdnych interiérd

@ zAJIMAVOST

Tematicky prehled Casti | V prvni &astitéto monografie polozime teoretické a matematické zaklady stelarni astrofyziky. Vychéazime z
fundamentalnich zakon( klasické mechaniky, termodynamiky kontinua, kvantové teorie a jaderné fyziky. Formulujeme uzavienou
soustavu nelinearnich diferencialnich rovnic popisujicich vnitfnimechanickou a energetickou rovnovahu hvézdy.

Fyzikalni pilire hvézdné stavby

Hvézdny interiér predstavuje extrémni fyzikalni laboratof. V hloubkéach statisict az milionG kilometrd pod povrchem se hmota
nachazi v pIné ionizovaném stavu vysokoteplotniho plazmatu za tlakl prekracujicich stovky miliard atmosfér. Pfestoze je toto
prostredipro pfimé pozorovaninepfistupné, fundamentaini fyzikalnizakony nam umoznuji rekonstruovat vnitini profil hustoty, tlaku,
teploty a chemického sloZeni's obdivuhodnou pfesnosti.

Tato Cast je rozdélena do tfikli¢ovych kapitol:

1. Kapitola 1: Rovnice hvézdné stavby a hydrostaticka rovnovaha Odvozenirovnice hydrostatické rovnovahy arovnice
kontinuity hmoty ve sférické symetrii. Analyza stavové rovnice idedlniho plynu obohacené o radiacnitlak fotonového plynu.
Hluboky rozbor viridlového teorému a jeho aplikace na tepelnou stabilitu a zapornou specifickou tepelnou kapacitu samo-
gravitujicich plynnych téles. Uvod do polytropnich modelti a Lane-Emdenovy rovnice.

1. Kapitola 2: Termonuklearni fuze pp a CNO Kvantové-mechanicky zéklad jaderného slu¢ovanijader: Gamowd(v faktor,
tunelovy jev prekonavajici Coulombovskou repulzi a definice astrofyzikalniho S-faktoru. Podrobny rozbor vétvi proton-
protonového fetézce (pp-I, pp-II, pp-Ill), generovani neutrin a CNO cyklu s jeho extrémni teplotni strmosti. Pokrocild hofeni
helia (3-a proces) a tézsich prvkd v pokrocilych stadiich.

1. Kapitola 3: Pfenos energie zafenim a konvekci Diferencidlnirovnice gradientu zafivého toku a produkce energie. Radiacni
difize v opticky tlustém prostredi, Rosselandova stfedni opacita a KramersQv opacitnizékon. Schwarzschildovo a Ledouxovo
kritérium konvektivni stability, adiabaticky teplotni gradient a teorie smésovaci délky (Bohm-Vitense MLT) pro modelovani
konvektivnich zén ve hvézdach rdzné hmotnosti.

Spolecné tyto zakony tvoritzv. standardni model stelarni stavby, ktery je zékladnim kamenem celé moderni astrofyziky.
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Kapitola1: Rovnice hvézdné stavby a hydrostaticka
rovnovaha

® zAJiMAVOST

Historicky kontext Zaklady teorie vnitfni stavby hvézd polozili na prelomu19. a 20. stoleti Jonathan Homer Lane, Robert Emden a
predevsim sir Arthur Eddington ve svém prelomovém dile The Internal Constitution of the Stars(1926). Eddington ukazal, Ze hvézdy Ize s
vysokou presnostimodelovat jako idealni plyn udrzovany v rovnovaze gravitacnimi silami a gradientem tlaku zareni.

1.1Hydrostaticka rovnovaha a zachovani hmoty
Uvazujme nerotujici, nemagnetickou hvézdu se sférickou symetrii. VSechny fyzikaIni veliCiny zaviseji vyhradné na radialni
vzdalenostir od geometrického stfedu hvézdy.

Vyfiznéme ve vzdalenosti r mysleny cylindricky nebo sféricky objemovy element plazmatu o tloustce dr a plodném prifezu dA.
Hmotnost tohoto elementu je dana vztahem:

dm = p(r)dAdr
kde p(r) je lokalni hustota hmoty. Na tento element plsobi dvé protichidné radialnisily:
1. Gravita¢ni pfitazliva sila smérem k centru, zplsobena veskerou hmotou M () obsazenou uvniti koule o poloméru 7

GM(r)dm _ GM(r)p(r)dAdr

dF, grav —

r r2

1. Vysledna tlakova sila vznikajici rozdilem tlakl na spodni a horni podstavé elementu:

dP
dFpess = [P(r) — P(r+dr)|dA = — e drdA
V ustaleném stavu (bez makroskopického radialniho zrychleni, # = 0) musi byt obé sily v pfesné rovnovéze (d Fgray + dFpress = 0).
Délenim elementem objemu dA dr obdrzime rovnici hydrostatické rovnovahy:
dP _ GM(r)p(r)

dr 72
Sou&asné hmotnost M (r) uzaviena uvnitf sféry o poloméru r roste s polomérem podle rovnice kontinuity hmoty:

ﬂ = 47’ p(r)
dr

Alternativné mlzeme jako nezavislou prostorovou proménnou pouzit lagrangeovskou soufadnici hmotnosti M, = M(r), kterd je
invariantni vaci radialni expanzi ¢i kontrakci vrstev:

dr 1
dM, — 4nrlp
P GM,
dM, — 4mrd

Tato formulace je zasadni pro numerické feseni evoluce hvézd, kde se vnéjsi polomér R(t) dramaticky méni v ¢ase, zatimco
celkova hmotnost hvézdy M (pfi zanedbani hvézdného vétru) zlistava konstantni.
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1.2 Stavova rovnice idealniho plynu a radiacni tlak

Pro uzavreni soustavy rovnic je nutny vztah mezi tlakem P, hustotou p, teplotou T' a chemickym slozenim. Ve vét§iné hvézdnych
interiérd je teplota natolik vysoka, Ze atomy jsou kompletné zbaveny elektronovych oball. Chovani hmoty Ize proto popsat jako
smés idealniho plynu tvofeného volnymiionty a elektrony spolu s fotonovym plynem:

P:Pgas+Prad

Tlak plynu (Pgy,s)

Pro klasicky nerelativisticky idealni plyn plati:

Pyas = nkpT = —L—kyT
KMy

kde kg = 1,381 x 10~2 JK ! je Boltzmannova konstanta, m, = 1,661 x 1027 kg je atomova hmotnostni jednotka a u je
stfedni molekulova hmotnost (bezrozmérna prdmérna hmotnost jedné volné ¢astice vjednotkachm,,).

Oznacime-li hmotnostni zlomky vodiku X, helia Y a tézSich prvkd Z (tzv. metalicita), pficemz X +Y + Z = 1, je pocet volnych
¢astic najednotku hmotnostiv pIné ionizovaném plazmatu dan sou¢tem pfispévku iontl a volnych elektrond:

! ~2X+3Y+ Ly
wo 4 2

Pro typické chemické sloZzenimladého Slunce (X = 0,74,Y = 0,24, Z = 0,02) dostavame p ~ 0,60.

Radiaéni tlak (P;.q)

Fotony vtermodynamické rovnovéze s plazmatem tvofi plyn zéfeni cerného télesa s hustotou energie u = aT?, Radia¢nitlakje
danizotropnim tokem hybnosti fotona:

Pt = ~aT*
rad*3a

kdea = 47" = 7,566 x 10716 Jm 3 K *jeradiaénikonstanta a cje rychlost svétla ve vakuu.

Zavedeme-li parametr § = Py,s/ P, pfedstavuje 1 — 8 = P,,q/P podil radiacniho tlaku na celkovém tlaku. U méné hmotnych
hvézd jako Slunceje 1 — 8 < 1073, avsak u velmi hmotnych hvézd (M > 20 M) se § — 0 a radia¢ni tlak za¢ind dominovat, coz
vede k nestabilitdm a silnému odtoku hmoty.

1.3 Viridlovy teorém a energeticka bilance hvézdného plynu

Viridlovy teorém predstavuje jeden z nejhlubsich teoretickych nastroji astrofyziky samo-gravitujicich systému. Spojuje celkovou
vnitinitepelnou energii hvézdy U s jeji gravitacni potencialni energii €.

Vynasobme rovnici hydrostatické rovnovahy objemem koule V(r) = %m“?’ aintegrujme od stfedu (r = 0)k povrchu(r = R):
R dP B GM(r)p(r)dnr?
/ dnr® = dr = 7/ —( )e(r) dr
0 d’l" 0 7'2

Levou stranuintegrujeme per partes:

R M
[471'1"3P(1")]§5 — 3/ P(r)471'r2 dr = —3/ Ll dM,
0 o P

Jelikoz na povrchu je tlak zanedbatelny (P(R) = 0) a ve stiedu je polomé&r nulovy (r = 0), hraniéni &len vymizi. Pravé strana pavodni
rovnice je pfesné rovna celkové gravitacni potencialni energii hvézdy:

o R GM(r) .
Q= /oidM()

r

Dostavame tak fundamentalnirelaci:
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M
P

3/ —dM,+Q=0
o P

Pro ideélni jednoatomovy plyn s adiabatickym indexem v = 5/3 je hustota vnitini tepelné energie vztazena na jednotku hmotnosti

rovna uth = %%. Celkova vnitini tepelnd energie hvézdy je tedy U = fOM wn dM, = 3 M

5 Jo %er. Dosazenim obdrzime

viridlovy teorém pro idealni plyn:
2U+Q=0

Celkova mechanicka energie hvézdy E; je souctem kinetické (tepelné) a gravitacni potencialni energie:

1 1
Etot:U+Q:—§Q+Q:§Q:—U

® DULEZITE

Zaporna tepelna kapacita samo-gravitujicich systému Jelikoz gravitacni potenciélni energie je zdporna (2 < 0), je celkova energie
hvézdy rovnézzaporna (Ei.; < 0). Pokud hvézda vyzaiienergii AE < 0 do okolniho prostoru, jeji celkova energie klesne:

AE; <0 = AU = —AE,, > 0.Vnitinitepelnd energie hvézdy tedy vzroste a hvézda se zahfeje! Polovina uvolnéné gravitacni
energie se vyzaiina povrchu a druha polovina zpUsobi nardst vnitini teploty. Tento jev nazyvame zapornou specifickou tepelnou kapacitou
hvézd.

1.4 Zakladni polytropnimodely a Lane-Emdenovarovnice

Pfed rozvojem samocinnych pocditacl predstavovaly polytropni modely hlavni metodu vypoctu hvézdné stavby. Polytropa
predpoklada jednoduchou mocninnou zavislost tlaku na hustoté:

P=Kp' = Kp'ts
kde K je polytropnikonstanta an je polytropniindex.

Zavedenim bezrozmé&rné hustotni funkce 6(§) vztahem p(r) = p.0"(€), kde p. je centrdini hustota, a bezrozmémé radialni
soufadnice £ = r/ry, s charakteristickym mé&fitkem:

i
\/ (n+ 1)Ep:
r, — _—
" 4G
prejde rovnice hydrostatické rovnovahy spojena s rovnici kontinuity hmoty do tvaru slavné Lane-Emdenovy diferencialnirovnice:

1d/,do .
Er G-I RUEL

s pocate¢nimi podminkamive stfedu (€ = 0):6(0) = 1a6'(0) = 0.

Povrch hvézdy odpovidé prvnimu nulovému bodu &1, kde 8(€1) = 0. Fyzikaini polomér a celkové hmotnost polytropy jsou pak:

R = Tn£11 M= 4WT§LPC <_£2ﬁ>
=6

d¢
Polytropniindexn Prvninula¢; —£20'(£;) Pomérhustot p./p Fyzikalni aplikace
0 V6 ~ 2,449 4,899 1,00 Homogenninestlacitelna koule
1 TR 3,142 7= 3,142 3,29 Analytické feeni(sin £/€)
1,5 3,654 2,714 5,99 PIné konvektivni hvézdy, bili trpaslici
3 6,897 2,018 54,18 Standardni Eddingtoniv model, relativisticka degenerace
5 o0 1,732 's) Schusterovo feseni's nekonec¢nym polomérem

. |



ASTROFYZIKA HVEZD

1.5 Védecky Python kéd: Reseni Lane-Emdenovy rovnice

Nasledujici skript v jazyce Python numericky integruje Lane-Emdenovu rovnici metodou Runge-Kutta 4. fadu pro rizné indexy n a
pocita centralnikoncentraci hmoty:

—12—
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import numpy as np

def solve lane_emden(n, dxi=le-4, xi_max=20.0):

nun nun

Numerickd integrace Lane-Emdenovy rovnice pro zadany index n.
i = le-6

theta = 1.0 - (xi**2) / 6.0 # Taylordv rozvoj v okoli nuly

phi = -xi / 3.0 # phi = dtheta / dxi

xi_arr = [xi]
theta_arr = [theta]

while xi < xi_max and theta > 0.0:

# Soustava 1. radu:

# dtheta/dxi = phi

# dphi/dxi = -theta”n - (2/xi)*phi

def derivs(x, th, ph):
dth = ph
dph = - (th**n if th > 0.0 else 0.0) - (2.0 / x) * ph
return dth, dph

k1i_th, k1_ph = derivs(xi, theta, phi)
k2_th, k2_ph = derivs(xi + ©.5<em>dxi, theta + 0.5</em>dxi<em>kl_th, phi + ©.5</em>dxi*k1_ph)
k3_th, k3 _ph = derivs(xi + ©.5<em>dxi, theta + 0.5</em>dxi<em>k2_th, phi + 0.5</em>dxi*k2_ ph)
k4_th, k4_ph = derivs(xi + dxi, theta + dxi<em>k3_th, phi + dxi</em>k3_ph)

theta += (dxi / 6.0) * (ki1_th + 2<em>k2_th + 2</em>k3_th + k4_th)
phi += (dxi / 6.0) * (k1_ph + 2<em>k2_ph + 2</em>k3_ph + k4_ph)
xi += dxi

if theta > 0.0:
xi_arr.append(xi)

theta_arr.append(theta)

xi 1 = xi_arr[-1]
dtheta_1 = phi
mass_integral = - (xi_1**2) * dtheta_1

rho_c_mean_ratio = (xi_1**3) / (3.0 * mass_integral)

return xi_1, mass_integral, rho_c_mean_ratio

if __name__ == "__main__ ":
print(f"{'n':<6}{'xi_1':<12}{"'-xi_172 theta_1':<18}{'rho_c / rho_mean':<16}")
print("-" * 52)
for n in [0.0, 1.0, 1.5, 3.0]:
xil, mass_int, ratio = solve_lane_emden(n)
print(f"{n:<6.1f}{xil:<12.4f}{mass_int:<18.4f}{ratio:<16.2f}")
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1.6 Prakticky priklad: Odhad centralniho tlaku a teploty Slunce

Zadani

Odhadnéte fadovou hodnotu centrélniho tlaku P, a centralni teploty T¢ Slunce za predpokladu, Ze hustota roste linearné se
vzdalenostiod stfedu, pfipadné z dimenzionalni analyzy rovnic hydrostatické rovnovéahy. Zadané astronomické parametry:

* Hmotnost Slunce: M, = 1,989 x 10*" kg

* PolomérSlunce: R, = 6,963 x 108 m

* Gravitaénikonstanta: G = 6,674 x 10 "' m®kg 's2
* Boltzmannovakonstanta: kg = 1,381 x 10~ JK 1

o Atomové hmotnostnijednotka: m, = 1,661 x 1072" kg

e Stfednimolekulovd hmotnost: u ~ 0,6

Krok 1: Dimenzionalni odhad gradientu tlaku

Zrovnice hydrostatické rovnovahy nahradime derivace kone¢nymi diferencemi:

AP _P.-P(R) _P,
Ar T R TR

Stfednihustotaje p = f:;z ~ 1,41 x 10°kg/m®. Dosazenim do pravé strany:
3 ©
P~ GMop  GM}
°" Ro = R}

Krok 2: Kvantitativni vypocet centralniho tlaku
Pro standardnipolytropnimodeln = 3 dava presnéintegrace:
2
GMg

P, = - ~ 1,34 x 101" Pa ~ 1,3 x 10" atm
4mRG (n + 1)[-0'(&1)]?

I nejhrubgi odhad dava P, ~ 106 — 10'7 Pa.

Krok 3: Kvantitativni vypocet centralni teploty

Z viridlového teorému nebo stavové rovnice idealniho plynu:

GM@ﬂmu
T, ~ ———
kp B

GM, 6,674 x 10711 - (1,989 x 10%°) - (0,6 - 1,661 x 10727
T, ~ QMM _ ( ’ X ) ( ’ :3 ) ( ’ 78 X ) ~ 1’37 ~ 107K
kpRo (1,381 x 1072*) - (6,963 x 10%)

Vysledek ainterpretace

Vypocet ukazuje, ze centralniteplota Slunce nutné dosahuje fadu pfiblizné 14 miliona kelvint a centralini tlak presahuje sto miliard
atmosfér. Tyto extrémni podminky jsou pIné dostacujici pro zapaleni termonuklearnich reakci, jak uvidime v nasledujici kapitole.

—14—
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Kapitola 2: Termonuklearni fize pp a CNO

@ zAJIMAVOST

Historicky kontext Otazka zdroje slunecnienergie trapila fyziky po celé 19. stoleti. Kelvin a Helmholtz pfedpokladali gravitacni kontrakei,
ktera vSak davala stafi Slunce pouhych 30 milion let, coZ odporovalo geologickym a biologickym nalezdm. Teprve v roce 1920 sir Arthur
Eddington odvazné navrhl fuzi ¢tyi atomd vodiku na helium. Kvantové-mechanicky mechanismus tunelovani objasnil George Gamow roku
1928 a detailni fuzni cykly rozpracovaliHans Bethe a Carl Friedrich von Weizsécker v letech 1938-1939.

2.1Kvantové-mechanicky tunelovy jeva Gamowovo okno

Dvé jadra s ndboji Zie a Zye pocituji vzéjemné elektrostatické odpuzovani. Vyska Coulombovské potencidlové bariéry ve
vzdalenosti dosahusilné interakce (g ~ 107 m) &ini:

2
Vo = 2122¢7 | Mev
47T6()T’(]

Avsak stfednikineticka energie ¢astic vjadre Slunce priteploté T' ~ 1,5 X 107 Kje pouhych:
3
(E) = EkBT ~ 2keV
Z hlediska klasické mechaniky by zadné jadro nemélo dostatek energie k prekonani Coulombovské bariéry. Flze je umoznéna

vyhradné kvantové-mechanickym tunelovym jevem.

Pravdépodobnost prichodu bariérou s energii ¢astice E < Vo v semiklasické WKB aproximacije dana Gamowovym faktorem:

| E,
Piunnel exp (—271")’]) = exp <_ %)

kde nje Sommerfeldlv parametr a E ¢ je Gamowova energie:

Eg = 2m,.c*(raZ1Zs)?

kdem, = T:ngz jeredukovana hmotnost reagujicich jadera a & 1/137 je konstantajemné struktury.

2

Celkovy U€inny prifez fuzni reakce o( E) se faktorizuje do geometrického &lenu oc A3, g ogie

x 1/E, Gamowova faktoru a &isté

jaderného pfispévku vyjadieného astrofyzikalnim S-faktorem:

o(E) = S(lf) exp (—\/%)

V tepelném rovnovazném plazmatu maji Castice Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni rychlosti s energetickou hustotou

pravdépodobnosti o« Eexp(—FE/kpT). Rychlost jaderné reakce na jednotku objemu zavisi na integréalu soucinu prifezu a

rychlosti:
8\ 5B
- -3/2 Y el <3
(ov) ( p— > (kBT) /0 S(F) exp T = dE

Integrand predstavuje konvoluci dvou protichidnych exponencial:

1. Maxwellovsky chvost exp(—E/kgT) klesa s rostouci energi.

2. Tunelové pravdépodobnost exp(—+/E¢/E) prudce roste s energii.

Soucin téchto funkcivytvariuzky energeticky pik - tzv. Gamowovo okno, vycentrované kolem optimalni energie Ey:
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2/3 2/3
Eo - (l,hEGkBT) _ (M) (mpc?) 3
2 V2

Proreakcip + pvjadre Slunceje Ey =~ 5,9 keV, cozje zhruba trojndsobek stfedni termalinienergie.

2.2 Proton-protonové retézce (pp-I, pp-Il, pp-lll) a solarni neutrina

V hvézdach s hmotnosti M < 1,3 M, (v&etné Slunce) dominuje proton-protonovy fetézec. Celkova reakce syntetizuje Ctyfi
protony najedno jadro helia “He:

4'H — *He + 2e™ + 2v, + 26,73 MeV
Retézec zadina fundamentalini reakci:
H+ 'H— 2H+e" + v, +0,42MeV

® DULEZITE

Uzké hrdlo pp-fetézce Aby ze dvou proton( vznikl deuteron (2H), musi se jeden z proton( v okamziku srazky pfeménit slabou interakcina
neutron (B* rozpad:p — n + et + v,). Uginny prifez této slabé interakce je astronomicky maly (o ~ 10~*" m?2). Stfedni doba Zivota
protonu v nitru Slunce vaéitéto flzi &ini pFiblizné 1010 let. Pravé proto Slunce vyzatuje stabilné po miliardy let a neexploduje jako
termonukledrnibomba.

Po vzniku deuteronu nasleduje okam?zitd silna reakce:
H+ 'H — 3He+~+5,49MeV

Dalsivyvoj probiha tfemi konkurencnimi vétvemi:

Vétev pp-I (zastoupeni ~85 % na Slunci):
%He + 3He — *He + 2'H + 12,86 MeV

Vétev pp-Il (zastoupeni ~15 %):

3He + ‘He — "Be + v

Be+e” — "Li+u,

Li+ 'H — 2%He
Vétev pp-lll (zastoupeni ~0,02 %):
"Be+ 'H— *B++
5B — ®Be* + et + 1,
8Be* — 2*He

A&koliv vétev pp-Ill tvoii jen zlomek procenta, neutrina z rozpadu boru 8B nesou energii az 14 MeV. Byla to pravé tato
vysokoenergeticka neutrina, kterd umoznila historickou detekci v experimentu Raye Davise v dole Homestake a v detektoru
Super-Kamiokande, coZ nakonec vedlo k objevu neutrinovych oscilaci (efekt MSW).

Zavislost rychlosti produkce energie pp-fetézce nateploté ma tvar:
€ ~ €opX 2Ty

kdeTy = T/lO6 K. Exponent teplotnizavislosti je pomérné mirny: v, ~ 4.

—16 —
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2.3 Uhlik-dusik-kyslikovy cyklus (CNO) a teplotni citlivost

Ve hvézdach s hmotnosti M 2> 1,3 Mg prekraduje teplota v jadfe T ~ 1,8 X 107 K. Pfi téchto teplotach ziskavaji protony
dostatek energie k prekonani vy$si Coulombovské bariéry jader uhliku (Z = 6), dusiku (Z = 7) a kysliku (Z = 8). JadraC,Na O
plsobijako katalyzatory fuze.

Hlavnivétev CNO-I (Bethelv cyklus):
Ro4 1H — BN 44
BN BC et 41,
13C+ lH N 14N+"Y
YN+ 'H — 0 ++ (nejschadngjs hrdlo cyklu)
150y BN 4 et 4,
BN+ 'H — 2C+ *He

Nejpomalejsi reakci celého cyklu je zachyt protonu na dusiku N, proto se v jadrech hvézd provozujicich CNO cyklus vétsina
katalyzator(l hromadive formé izotopu N.

Produkce energie v CNO cyklu vykazuje extrémniteplotni strmost:
ecno ~ eopX ZonoTy %

Priteplote T' ~ 2 x 107 Kje exponent vagng & 17. Tato enormni zavislost na teploté zplsobuje, Ze generace energie je extrémné
zkoncentrovana v nejtésnéjsim stfedu jadra, coz vyvolava obrovsky teplotni gradient a vede k vytvoreni konvektivniho jadra u
hmotnéjsich hvézd.

2.4 Spalovani helia (3-alfa reakce) a pokrocila horeni

Kdyz hvézda vy&erpa vodik v centru, jadro z helia se gravitacné smréti a zaheje na teplotu T =~ 108 K. V téchto podminkach za&ina
fuze helia prostrednictvim 3-a procesu:

‘He + ‘He = "Be (712 ~ 10 '%5)
8Be + ‘He — 2C* — 12C 4 2y + 7,27 MeV

Jadro berylia 8Be je nestabilni a rozpada se za 1070 s. Pfesto se v dynamické rovnovéze udriuje nepatrna koncentrace ®Be (
n(®Be)/n(*He) ~ 10 7). Fred Hoyle v roce 1954 geniéiné predpovédél, ze k produkci pozorovaného mnozstvi uhliku ve vesmiru
musi existovat rezonanéni energeticka hladina jadra 2C* pii energii 7,65 MeV, coz experimenty vzapéti potvrdily (Hoylelv stav).

Rychlost 3-arreakce roste s teplotou jako €3, o< p?Y 3T, cozzni ininejcitlivéjsi fizni proces v astrofyzice.

Fuznicyklus Palivo Hlavniprodukt Prahova teplota 77}, Teplotni exponent v Energeticka vytéznost na kg

pp-fetézec 'H  *He ~10"K ~4 6,4 x 10 J /kg
CNO-cyklus 'H  “*He ~18x10"K ~ 17 6,4 x 10" J /kg
3-aproces “‘He !2C,190 ~ 108K ~ 40 5,8 x 1013 J /kg
Hofeniuhliku 12C  20Ne, Mg ~ 6 x 10°K ~ 30 4,5 x 10" J /kg
Hofenineonu *Ne 0, #*Mg ~1,2x10°K ~ 40 1,1 x 1013 J/kg
Hotenikysliku 160  288i, 328 ~ 1,5 x 10°K ~ 30 5,0 x 1013 J /kg
Hofenikiemiku 28Si  %Ni — 5Fe ~ 3 x 10°K ~ 20 1,8 x 1013 J/kg

—17—
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2.5Védecky Python kod: Vypocet Gamowova okna

Nésledujici kod pocitd a vykresluje Gamowovo energetické okno pro fuzi proton-proton pfi teploté slunecniho jadra
T=1,5x10"K:

import numpy as np

def gamow_window_analysis(T_kelvin=1.5e7, Z1=1, Z2=1, m_reduced_amu=0.5):
"""Vypocet Gamowova okna a optimalni fuzni energie E@ pro reakci p + p."""
# Konstanty v jednotkach keV
k_B_keV = 8.617333e-8 # keV / K
alpha = 1.0 / 137.036
m_u_keV = 931494.1 # kev / c”2
m_r = m_reduced_amu * m_u_keV

kT = k_B_keV * T_kelvin
EG=2.0*mr * (np.pi * alpha * Z1 * Z2)**2

# Analyticky vypocet maxima Gamowova okna E@ a poloSirky Delta
EQ = ((np.sqrt(E_G) * kT) / 2.0)**(2.0 / 3.0)
Delta = 4.0 * (E@ * kT / 3.0)**0.5

E_grid = np.linspace(0.1, 25.0, 1000)
maxwell = np.exp(-E_grid / kT)
tunnel = np.exp(-np.sqrt(E_G / E_grid))

gamow_integrand = maxwell * tunnel

# Normalizace pro srovnani profild
norm_integrand = gamow_integrand / np.max(gamow_integrand)

E_max_num = E_grid[np.argmax(norm_integrand) ]

return EQ, Delta, E_max_num, E_G

if __name__ == "__main__ ":
T_sun = 1.5e7
EQ, Delta, E_max, E_G = gamow_window_analysis(T_sun)
print("=== VYSLEDKY ANALYZY GAMOWOVA OKNA (PRO SLUNCE) ===")
print(f"Teplota jadra T: {T_sun:.le} K")
print(f"Stredni termdlni energie: {1.5 * 8.617e-8 * T_sun:.3f} keV")
print(f"Gamowova energie E_G: {E_G:.1f} keV")
print(f"Analytické maximum E_0: {E@:.3f} keVv")
print(f"Numerické maximum piku: {E_max:.3f} keVv")
print(f"Efektivni Sirka okna: {Delta:.3f} keVv")
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2.6 Prakticky priklad: Celkova produkce energie a Ubytek hmotnosti Slunce

Zadani

Bolometricka zafivost Slunce je Lo = 3,828 x 10%° W. Za pfedpokladu, ze veskera tato energie vzniké v pp-| fetézci syntézou
vodiku na helium:

1. Vypogitejte celkovou hmotnost A M / At, kterou Slunce ztrati kazdou sekundu pfeménou na vyzafovanou energii podle

Einsteinova vztahu E = mc?.

2. Urcete, kolik kilogramt a tun vodiku musijadro Slunce zflzovat na helium kazdou sekundu.

Zadané hodnoty:
e ZafivyvykonSlunce: Lo, = 3,828 x 10%° J /s
* Rychlostsvétla:c = 2,998 x 103 m/s
* Hmotnost4 protond: 4 x m, = 4 x 1,6726 x 10 %" kg = 6,6905 x 10 " kg
o Hmotnostjadra *He:m, = 6,6447 x 10~ %" kg

Krok 1: Ubytek klidové hmotnostiza sekundu

Z Einsteinovy ekvivalence energie a hmotnosti:

dM L,  3828x10%J/s 3828 x 10%
dt 2 (2,998 x 105m/s)2 8,988 x 10'6

~ 4,26 x 10%kg/s

Slunce tedy ztraci pfiblizné 4,26 milionu tun své hmotnosti kazdou sekundu pouhym vyzafovanim fotona.
Krok 2: Hmotnostni efektivita fiize vodiku
Hmotnostni defekt pfi vzniku jednoho jadra *He &ini:

Am = 4m, — m, = (6,6905 — 6,6447) x 10 > kg = 4,58 x 10 P kg
Hmotnostnizlomek pfeménény na energii:

Am 4,58 x 10729
Teff = = -~ 0,00685 ~ 0,685 %
4m,  6,6905 x 10

Krok 3: Rychlost spotieby vodikového paliva

Hmotnost vodiku zfizovaného za sekundu d My /dt je:

4,26 x 10°k
My _ 1 dM _ 426 x10°keg/s o0 o kg /s ~ 622 miliond tun/s
dt ne dt 0,00685

Vysledek ainterpretace

Sluneénireaktor preméni kazdou sekundu 622 miliond tun vodiku na 618 milionG tun helia, pfi¢emz zbylé 4,26 milionu tun hmoty se
uvolnijako Cistéa zariva energie napajejici celou slunecnisoustavu. Vzhledem k celkové hmotnosti Slunce (Mg ~ 2 X 10% kg)
spotfebuje Slunce za celou svou desetimiliardovou dobu Zivota na hlavni posloupnostijen maly zlomek své celkové vodikové
zasoby.

—19—
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Kapitola 3: Prenos energie zarenim a konvekci

@ zAJIMAVOST

Fyzikalni ivod Energie uvolnéna termonuklearni fzi v nejtésnéjsim jadre hvézdy musi projit stovkami tisic kilometr( hustého plazmatu, nez
opustifotosféru. Zplsob, jakym se teplo prenasi, uréuje vnitini teplotni profil, vnéjsi polomér i stabilitu hvézdy. Dva dominantni

3.1Rovnice zachovani a produkce energie
Uvazujme sférickou slupku o poloméru r, tloustce dr a hmotnosti dM, = 4mr?p dr. Zafivy vykon vstupujici do spodni hranice
slupky oznaéme L(r) a vykon vystupujiciz hornihranice L(r + dr).

V ustédleném tepelném stavu (bez kontrakce ¢i expanze) je rozdil zafivych vykonl dén Cistou jadernou produkci energie uvniti slupky
zmensenou o energii odnasenou neutry:

aL = er(enuc - 61/)

kde enuc je specificka produkce jaderné energie na jednotku hmotnosti (W /kg) a €, pfedstavuje ztraty neutrinovym vyzafovanim.
Délenim dr dostavame tfetirovnici hvézdné stavby:

dL
— = 47’ p(epye — €,)
dr

Vlagrangeovskych souradnicich hmotnosti méa rovnice tvar:

dL
d—M = €nuc — €v t+ €gray
= _Tds _ _, dT | §dP & i & i v Aui
kde €gray = i = —Ccpig T o df predstavuje gravotermalni ¢len spojeny s Casovou zménou entropie s, ktery se uplatnuje

béhem gravitacnikontrakce protohvézd nebo expanze do faze cerveného obra.

3.2 Radiacni difuize fotontll a Rosselandova opacita

V hlubokém nitru hvézdy je latka extrémné neprihledna (opticky tlustd). Stfedni volna draha fotonu ¢ini pouhé zlomky milimetru az
centimetru:

1
emfp - Ii_p

kde k je opacita (hmotnostnikoeficient absorpce arozptylu, mg/kg). Transport fotond Ize proto piesné popsat diftizni aproximaci.
Hustota toku zafivé energie ﬁ‘radje Umérna gradientu hustoty energie fotonového plynuu = aT'%:

o ¢ - 4acT? -
Fiaqg = — Vu=-
3kRp 3kRp

kde K g je harmonicky vazena Rosselandova stfedni opacita:

fooiaBu(T) dv

1 Jo % ~or
ke oo 0B,(T)
= fo o v

Jeliko? celkova luminozita prochazejici sférou o poloméru r je L(r) = 47r? F,.q(r), dostavéme rovnici radiaéniho teplotniho
gradientu (Ctvrtou rovnici hvézdné stavby pro radiativnivrstvy):
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dT" 3kgpL(r)

dr 16macr?T?

Hlavni mikroskopické zdroje opacity:
1. Elektronovy (Thomsonv) rozptyl: Rozptyl foton( na volnych elektronech. Nezavisi na teploté ani hustoté:

ar

Kes =

~ 0,020 (1+ X) m?/kg

emu
1. Vazané-volné (fotoionizace) a volné-volné (brzdné) prechody: Popisované Kramersovym opacitnim zakonem:

~ —7/2
KKramers ~ KOPT /

Kramersova opacita prudce klesa s rostouci teplotou. V horkych stfedech hmotnych hvézd proto dominuje ThomsonUv rozptyl,
zatimco v chladnéjsich obalkach dominuje Kramersova opacita a absorpce zéporného vodikového iontu H ™.

3.3 Schwarzschildovo a Ledouxovo kritérium konvektivni stability
Kdyz radiacni gradient vyzaduje prili§ strmy pokles teploty s polomérem, zareni jiz nedokaze veskerou energii efektivné odvadét. V
plazmatu se rozvine dynamicka Rayleighova-Taylorova nestabilita - nastava konvekce.

Pfedstavme si plynny element v hloubce 7, ktery adiabaticky vystoupi o vyéku Ar. BEhem vystupu se element okam?zité tlakové
prizplsobiokoli (Pe = Pgsurr), ale kvili nizké tepelné vodivostinevyméniteplo s okolim (adiabaticka expanze).

¢ Pokud je hustota vystoupavsiho elementu vy$sinez hustota okoli (pe > psurr), Archimédav vztlak tlacielement zpét doll —
vrstva je stabilni.

¢ Pokud je hustota elementu niz§inez okoli(pe < psurr), vztlak element déle urychluje vzhiru — vrstva je konvektivné nestabilni.
Zavedeme-lilogaritmicky teplotni gradient:

_ dlnT
~ dlnP

je podminka pro vznik konvekce dana Schwarzschildovym kritériem stability:
vrad > vad

kde adiabaticky gradient idealniho jednoatomového plynu je:

1 5/3-1
V= (2T o=l 581 4
dnP ), ~ 5/3

a fiktivniradiacni gradient (jaky by musel byt, kdyby veskery tok neslo zareni) je:

3kgPL(r)

vra = - 7
4 16macGM(r)T*

V pfitomnosti gradientu chemického sloZeni (napf. v jadre s rostouci koncentraci helia V, = % > () plsobi tézsi helium jako

stabilizujicizatéz. Zobecnéné Ledouxovo kritérium ma tvar:

Viad > Vag + %Vu

a1 a1 i
kde ¢ = (ﬁ)PT =1lad= _(M%)Pp = 1proideélniplyn.
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| 1. Vysokd opacita kappa: Chladné vnéjsi obalky (ionizace H a He)

| -> Vytvari konvektivni obalku u chladnych hvézd a Slunce

| 2. Extrémné strma produkce energie: CNO cyklus v jadre (L(r)/M(r) >> 1)
| -> Vytvari konvektivni jadro u hmotnych hvézd (M > 1.3 M_sun)

| 3. Nizky adiabaticky gradient nabla_ad: V ionizalnich zénach

3.4 Teorie smésovaci délky (Mixing Length Theory - MLT)

V oblastech s pIné rozvinutou konvekciv hlubokém nitru je transport tepla natolik efektivni, Ze skutecny gradient teploty V selisiod
adiabatického V .4 0 méné nez 106 (témé&F dokonalé adiabaticka konvekce: V ~ V).

AvSak v podpovrchovych vrstvach je hustota plazmatu nizkd a tepelnd kapacita elementli mald. Nastavéa neefektivni
superadiabaticka konvekce, kde V > V4. K popisu se pouziva fenomenologicka teorie smésovaci délky (B6hm-Vitense MLT).

Predpoklada se, ze konvektivni bublina urazi pfed rozpadem a odevzdanim tepla okoli charakteristickou drahu £yt Umérnou
lokalnitlakové vysce H p:
byrr = averHp = anpr—
pg
kde ay,T je bezrozmérny kalibracni parametr smésovaci délky (typicky ayrt ~ 1,8 — 2,2 kalibrovany na soucasné Slunce) a
g = GM(r)/r?jelokalnitihové zrychlent.

Rychlost konvektivnich elementl v, a konvektivnitok F.,,, jsou dany vztahy:

2
9hrrd
VUconv ~ SHp (v - Ve)
Feony = PCPT éMl vconv(v - Ve)
2Hp
Celkovy tok energie je v kazdé vrstvé presné zachovan: Fiot = Fraa + Feonv = %.

3.5 Védecky Python kéd: Analyza Schwarzschildova kritéria

Nasledujici kdd demonstruje vypocet V .4 a testuje Schwarzschildovo kritérium pro model sluneéni obalky:
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import numpy as np

def test_convective_stability(r_norm, M_norm, L_norm, T_kelvin, rho_cgs, X=0.74, 7=0.02):

nun wnn

Vypocet radiacniho gradientu a test Schwarzschildova kritéria.
# Fyzikalni konstanty v SI

.67430e-11

.99792e8

.5657e-16

1.38065e-23

1.66054e-27

= 1.989e30

= 6.963e8

= 3.828e26

# Prepocet do SI
r = r_norm * R_sun
M_r = M_norm * M_sun
L_r = L_norm * L_sun
rho = rho_cgs * 1e3 # kg/m"3

1.0 / (2.0<em>X + 0.75</em>(1.0 - X - Z) + 0.5*%Z)
P = (rho * k_B * T_kelvin) / (mu * m_u)

# Kramersova opacita + elektronovy rozptyl
kappa_es = 0.020 * (1.0 + X)
kappa_kramers = 4.0e21 * (1.0 + X) * (Z + 0.001) * (rho_cgs) * (T_kelvin**(-3.5))
kappa_R = kappa_es + kappa_kramers

# Radiac¢ni gradient
nabla rad = (3.0 * kappa_ R * P * L r) / (16.0 * np.pi * a * ¢ * G * M_r * (T_kelvin**4))
nabla_ad = ©.40 # pro jednoatomovy idedlni plyn

is_convective = nabla_rad > nabla_ad

return nabla_rad, nabla_ad, is_convective, kappa_R

if __name__ == "__main__":
print(f"{'r/R_sun':<10}{'T [K]':<12}{'nabla_rad':<14}{'nabla_ad':<12}{'Rezim'}")

print("-" * 58)

# Test pro jadro Slunce vs vnéjsi obalku
layers = [
(0.1, 0.1, 0.9, 1.3e7, 80.0), # Jadro (radiativni u Slunce)
(0.4, 0.5, 1.0, 5.0e6, 5.90), # Stredni vrstvy (radiativni)
(0.75, 0.98, 1.0, 1.5e6, 0.1), # Baze konvektivni zény (nabla_rad roste)
(0.95, 0.999, 1.0, 2.0e5, 0.001) # Vnéjsi obalka (plné konvektivni)

for r_n, m_n, 1 n, T_val, rho_val in layers:

n_rad, n_ad, is_conv, kap = test_convective_stability(r_n, m_n, 1 n, T_val, rho_val)
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mode = "KONVEKCE" if is_conv else "ZARENI"
print(f"{r_n:<10.2f}{T_val:<12.1le}{n_rad:<14.4f}{n_ad:<12.2f}{mode}")

3.6 Prakticky priklad: Doba difuze fotonu ze slune¢niho jadra

Zadani
Vypocitejte dobu ndhodné prochézky (radiacni difize) fotonu 74;¢r ze stfedu Slunce k fotosfére. Zadané hodnoty:

* PolomérSlunce: Ry, = 6,963 x 108 m
* Stfednivolna draha fotonu ve slunecnim plazmatu: £y, ~ 1 mm = 10 %m

 Rychlostsvétla:c = 2,998 x 108 m/s

Krok 1: Fyzikalni model nahodné prochazky

Pri diftizi se foton pohybuije rychlostisvétla ¢, ale po kazdé srézce s volnym elektronem (Thomsonv rozptyl) je rozptylen do
nahodného sméru. Celkovy vektor posunutipo N srazkachje:

— N —
Rtot = Z él
i—1
Stfednihodnota ¢tverce vzdalenosti od pocatku pro izotropnindhodnou prochazku je:
(R%,) = N¢2

mfp

Krok 2: Vypocéet poctu rozptyla (V)

Aby foton dosahl poloméru R, musibyt (R? ) ~ R2:
Ro \* (6,963 x10°m’
N~ <—@> - <#> — (6,963 x 10'1)? ~ 4,85 x 10% srazek
emfp 107° m

Krok 3: Vypocet celkové doby diflize

Celkovéa dréha, kterou foton skute¢né urazi cik-cak pohybem, je diot = IN¥mtp. Doba diflize Tqitr je:

2
Taig = dioy Nlmip _ Ry
! c c cLnp

Dosazenim ciselnych hodnot:

(6,963 x 10® m)? 4,85 x 10V

= ~ 1,62 x 10"
(2,998 x 108 m/s) x 10 °m 2,998 x 10°

Tdiff =

Prepo&teme naroky (1 rok ~ 3,156 x 107 s):

1,62 x 10*2

3156 % 107 ~ 51300 let
, X

Tdiff =

Vysledek ainterpretace

Foton vznikly termonuklearnifiziv jadre Slunce ve formé tvrdého gama zareni potrebuje priblizné 50 tisic az170 tisic let (v zavislosti
na presném radialnim profilu opacity), nez difuzi dospéje k fotosféfe. BEhem téchto desitek tisic let je foton nescetnékrat
reabsorbovan areemitovan, pficemzjeho energie postupné degraduje zenergetickych gama kvant na optické svétlo a teplo,
které dopada nazemsky povrch.

—24 —
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Cast Il: Hvézdné atmosféry a spektroskopicka diagnostika

@ zAJIMAVOST

Tematicky prehled Casti ll Hvézdna atmosféra piedstavuje tenkou povrchovou piechodovou vrstvu mezi neprdhlednym vnitinim
plazmatem a prazdnotou okolniho kosmického prostoru. Ackoliv tvofi méné nez miliardtinu celkové hmotnosti hvézdy, je atmosféra
jedinym pfimym zdrojem veskerych foton(, které zachycuji pozemské i kosmické spektrografy.

Fyzika zarivého prechodu z kontinua do spektra

Zatimco ve vnitfnich vrstvach hvézdy viadne témér dokonald termodynamicka rovnovaha a diflzni aproximace zareni, v atmosfére
se fotony stavaji volnymi a unikaji do vesmiru. Ztrata izotropie zafivého pole a prudky pokles optické hloubky cini z radiative
transferu komplexniintegrodiferencialni problém.

Tato ¢ast monografie se sklada ze dvou Uzce provazanych kapitol:

1. Kapitola 4: Radiativni transfer v atmosféie Matematicka definice fundamentalnich radiometrickych veli¢in: specifické
intenzity I, zéfivého toku F),, hustoty energie zéfeniu, a tenzoruradiacniho tlaku P, ;;. Formulace rovnice pfenosu zareni,
optické hloubky 7, azdrojové funkce S,,. Analyza lokélni termodynamické rovnovahy (LTE) a fe$eni Milneovy-Eddingtonovy
Ulohy pro Sedou atmosféru. Odvozeni Eddingtonovy-Barbierovy aproximace a detailni popis okrajového ztemnéni hvézdnych
diskd.

1. Kapitola 5: Vznik absorpénich a emisnich ¢ar, kfivka ristu Kvantové-mechanicka interakce zafeni's atomarnihmotou:
Einsteinovy koeficienty A j;, Bij, Bj; a oscilatorové sily f;;. Statisticka rovnovaha vzbuzenych stavli popsana Boltzmannovou
rovnicia ionizacnirovnovaha dand Sahovou rovnici. Fyzikalnimechanismy rozsifeni spektrélnich Car (pfirozené vyzareni, tepelné
Dopplerovo rozsireni, tlakové Starkovo a van der Waalsovo rozsifeni). Syntéza Voigtova profilu a konstrukce univerzalni krivky
rlstu pro stanoveni chemického zastoupeni prvki ve hvézdach.

Spektroskopicka diagnostika formulovana v této castije klicem, kterym astrofyzici odemykaji teplotu, povrchovou gravitaci, rotaci
i chemické slozenivzdalenych hvézd a galaxii.
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Kapitola 4: Radiativni transfer v atmosfére

@ zAJIMAVOST

Historicky kontext Formalni teorii pfenosu zafenivybudoval pocatkem 20. stoleti Karl Schwarzschild a rozvinuli ji Edward Arthur Milne a
Subrahmanyan Chandrasekhar ve své monografii Radiative Transfer(1950). Ukézali, jak se z mikroskopickych interakci fotont s atomy
utvari makroskopické zafivé pole pozorovatelné zkosmickych vzdalenosti.

4.1Zakladniradiometrickeé veli¢iny zarivého pole

Pro rigordzni popis elektromagnetického zareniv astrofyzice definujeme ¢tyfi fundamentalnimomenty zafivého pole:

1. Specificka intenzita zareni (1)
Mnozstvienergie dE,, proslé za ¢as dt ploskou d A pod thlem @ k normaéle do prostorového thlu df2 ve frekvenénim intervalu
(v,v+dv):

dE, = I,(7,n,t) cos 0 dAdQ dv di

Jednotkou specifické intenzity v Sl je W m 2 Hz !sr 1. Specificka intenzita ma fundamentalni viastnost: ve vakuu podél paprsku

je konstantni ( C;Is” =0).

2. Stfedniintenzita (J,, - nulty moment)

Prdmérna intenzita pres celou sféru prostorovych uhld (47 steradiand):

J*1 Ide1 1I d
T 4w 47rV _2[1 () dp

kde p = cos 6. Hustota energie zéfeni najednotku frekvence je u,, = 47”J,,.

3. Monochromaticky zafivy tok (F), - prvnimoment)

Cisty pfenos energie ptes jednotkovou plochu orientovanou kolmo k ose z:

1
F, :]{ I,cos60dQ) = 271'/ L,(p)pdp
4 -1

V teoretické astrofyzice se Casto zavadi Eddingtonlv tok H, = f;r = % ﬁ1 Lypdy.

4. Tlak zareni (K, - druhy moment)
Izotropni slozka tenzoru radiacniho tlaku je definovéna jako:
1

L 2 1 2
K"_E 4WI,,cos GdQ—E‘[lIVM du

Radiacni tlak na dané frekvencije P, rad = 4—C”K,,. Pro zcela izotropni zéfeni plati K, = %J,,, z ¢ehoZ okamzité plyne znamy vztah

1
Prad = gu.

4.2 Rovnice radiacniho transferu a opticka hloubka

Uvazujme paprsek $ifici se podél drahy s. Béhem prichodu elementem dréhy ds dochazi ke dvéma procesim:

1.Ztréta energie absorpciarozptylem: dI, joss = —k,pI, ds = —a, I, ds, kde o, = K, pje linedrnikoeficient extinkce (m ).
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2. Zisk energie spontanni a stimulovanou emisi a rozptylem do sméru paprsku: dI,, gain = j,0 ds = 1, ds, kde j, je koeficient
emise (W kg ' Hz Lsr1),
Soucet dava zékladnirovnici radiaéniho transferu:

di,

ds = 7’{'1/p[1/ + ]Vp
Délenim veli¢inou k, p zavedeme zdrojovou funkci S, = fﬂ—”
dI
— =—I,+5,
Kypds
V planparalelni atmosféfe se sklonem paprsku p = cos 6 plati ds = dz/pu = —dr/p. Zavedeme radiélni optickou hloubku T,

méfenou od vnéjsiho okraje atmosféry (z = co) smérem do hloubky:

dry, = —kypdz
W)= [ ropd

Rovnice pfenosu zafeniv planparalelni geometrii ziska kanonicky tvar:

dL/(TIMH)

T2 — 1) = Su(r)

Formalniintegrace této linedrni diferencialnirovnice dava pro vystupujicipaprsky (1 > 0) na povrchu (1, = 0):

100 = [ s.(e) e (—%) "

4.3 Lokalni termodynamicka rovnovaha (LTE)

V hvézdné fotosfére se teplota méni v prostoru, takze cely systém neni v globaini termodynamické rovnovaze. Nicméné stredni
volnd drdha ¢astic plynu je o mnoho Fadd mensi nez rozmér atmosféry, takze srazky mezi atomy a elektrony udrzuji lokalni
Maxwellovo rozdéleni rychlosti odpovidajicilokalni teploté T'(T).

V rezimu lokalni termodynamické rovnovahy (LTE) plati Kirchhoff(v zakon:
2hv3 1

2
¢ exp(k};”T) -1

Sy(r) = B,(T(1)) =

kde B, (T) je Planckova funkce zafeni absolutné Eermného télesa.

4.4 Eddingtonova-Barbierova aproximace a okrajové ztemnéni
Rozvineme-li zdrojovou funkci S, () v Taylorovu fadu v okoli 7, = 0:

S, (1) = Sy + Si7,
adosadime do integralu formalniho feseni, dostavame:

dt,

0o t,
L,(0,p) = /o (So + Sity) exp (—7> =S50+ Sip=Su(r=p)

Tento klicovy vysledek se nazyva Eddingtonova-Barbierova aproximace:
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©® DULEZITE

Fyzikalni smys| Eddingtonovy-Barbierovy relace Specificka intenzita I,,(0, 1) vystupujicizatmosféry pod Uhlem @ = arccos pje
pfiblizné rovna hodnoté zdrojové funkce S, v optické hloubce 7, = 1 = cos 6. Pozorujeme-li stfed slune¢niho disku (@ =0 = p =1
), vidime zafenizhloubky 7,, = 1, kde je plazma teplejsi. Pozorujeme-li okraj disku (@ — 90° = u — 0), paprsek prochazi sikmo
atmosférou a my vidime pouze mélké, chladné vrstvy (1, 2 0). Proto se slunec¢nidisk smérem k okraji jevi tmavsi - nastava okrajové
ztemnéni (Limb Darkening).

Linedrnizékon okrajového ztemnénise parametrizuje vztahem:

=1—-uy(1—p)

kde koeficient u zavisi na vinové délce a efektivni teploté hvézdy (pro Slunce ve viditelném oboruu == 0,6).

4.5 Seda atmosféra a Milneovo-Eddingtonovo feseni

V tzv. Sedé atmosfére predpokladéame, ze opacita k,, = k nezavisina frekvenci. Celkova opticka hloubkaje 7 = f Rpdz.

Integrovanim transportni rovnice pres vSechny frekvence a uhly (vypocet nultého a prvniho momentu) obdrzime za predpokladu
radiaénirovnovéhy (F' = konst = aTe‘lff):

dK

F
dr

H=

4
Pouzitim Eddingtonovy aproximace pro izotropii ve druhém momentu (K =~ %J) dostavame:

1d] _F

= = e

kde Hopfova funkce g(7) se méniv Gizkémrozmeziod ¢(0) = 1/4/3 ~ 0,577 do g(c0) ~ 0,710.

V jednoduché Eddingtonové aproximaci(g(7) = 2/3) dostavame analyticky teplotni profil $edé atmosféry:
3 2
4 4
T (T) = ZTeff <T+ g)

Z tohoto vztahu okamzité vidime:

e Napovrchu(r = 0):T(0) = (1/2)Y*Tuss ~ 0,84 Tegy.

o Efektivniteploty T' = Tetr je dosazeno v optické hloubce:
2
T=—~0,667
3

Pravé opticka hloubka 7 = 2/3 definuje fyzikalni polohu fotosféry hvézdy.

4.6 Védecky Python kéd: Vypocet profilu okrajového ztemnéni

Nasledujici skript pocita uhlovy profil intenzity vystupujici ze Sedé atmosféry a srovnava presné Chandrasekharovo feseni s linearni
Eddingtonovou aproximaci:
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import numpy as np

def limb_darkening_profile(n_points=100):

nun nnn

Vypocet okrajového ztemnéni I(mu)/I(1) pro Sedou atmosféru.
mu = np.linspace(0.01, 1.0, n_points)

# 1. Eddingtonova aproximace: T*4 = (3/4) Teff”4 (tau + 2/3)
# I(0, mu) = S(tau = mu) = (3/4) F / pi * (mu + 2/3)
I_eddington = (3.0 / 4.0) * (mu + 2.0 / 3.9)

I edd_norm = I_eddington / ((3.0 / 4.0) * (1.0 + 2.0 / 3.0))

. Empiricky kvadraticky model pro Slunce ve viditelném oboru (lambda = 500 nm)
# I(mu)/I(1l) =1 - ulcem>(1l - mu) - u2</em>(1 - mu)”2

ul, u2 = 0.45, 0.25

I solar = 1.0 - ul * (1.0 - mu) - u2 * ((1.0 - mu)**2)

return mu, I_edd_norm, I_solar

if __name__ == "__main__":

mu_vals, I_edd, I_sol = limb_darkening_profile(10)

print(f"{'cos(theta) [mu]':<18}{'I_Edd / I(1)':<18}{'I_Solar / I(1)':<18}")

print("-" * 54)

for m, ie, is_ in zip(mu_vals, I_edd, I_sol):
print(f"{m:<18.3f}{ie:<18.4f}{is_:<18.4f}")

4.7 Prakticky priklad: Kontrola emergentniho toku z Eddingtonova-Barbierova vztahu

Zadani

Dokazte analyticky i numericky, ze integraci specifické intenzity I (1) = Sy + Sy pfes vystupujici poloprostor ziskate spravnou
hodnotu celkového astrofyzikalniho toku F' = m(Sy + %Sl) aze emergentni tok odpovida hodnoté zdrojové funkce v hloubce
T=2/3

Krok 1: Analyticka integrace toku

Z definice celkového zafivého toku vystupujiciho z povrchu hvézdy:

1
F(0) :/ I(0, 1) cos 0dQY = 27r/ I(0, p)pdp
u>0 0

Dosadime Eddingtonlv-Barbierdvrozvoj I(0, u) = Sy + Sy
1 2 371
2
F(0) = 271'/ (Sou + Syp?) du = 271'[50% + 5 %:| =27 <& + i) =7 <SO + 55})
0 0

Krok 2: Porovnani se zdrojovou funkci

Zdrojova funkce vhloubce T = 2/3je:

Odtud pfimo plyne fundamentalnivztah:
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Vysledek ainterpretace

Vypocet exaktné dokazuje, Ze celkovy zafivy tok opoustéjici hvézdu odpovida toku absolutné cerného télesa zaficiho pfiteploté
nachazejicise v optické hloubce 7 = 2/3. To matematicky potvrzuje nasi definici steldrnifotosféry jako vrstvy 7 = 2/3.
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Kapitola 5: Vznik absorpcnich a emisnich car, krivka rlistu

@ zAJIMAVOST

Historicky kontext Kdyz Joseph von Fraunhofer roku 1814 objevil stovky tmavych €ar ve sluneénim spektru, netusil, Zze nalezl chemicky
otisk hvézd. Teprve Kirchhoff a Bunsen roku 1859 pochopili jejich plivod a Cecilia Payne-Gaposchkinova roku 1925 aplikovala kvantovou
statistiku Meghnada Sahy, ¢imz dokazala, Ze vesmir je tvoren prevazné vodikem a heliem.

5.1Atomarni procesy a Einsteinovy koeficienty

Pfechod elektronu mezi dvéma diskrétnimi energetickymi hladinami F; a E; (E; > E;) v atomu doprovazi emise nebo absorpce
fotonu o frekvencivy = (Ej — E;)/h. Albert Einstein (1916) formuloval tyto procesy pomoci tii fundamentélnich koeficientd:

Laserova navddécihvézda na observatori Paranal (VLT) excitujici sodikovou vrstvu v atmosfére pro adaptivnioptiku a vysokoroziisujici spektroskopii

1. Spontanni emise (A ;): Pravdépodobnost za jednotku ¢asu, Ze atom ve vys$$im stavu j samovolné prejde do nizsiho stavui a

vyzarfifoton do libovolného sméru:
( dn; ) A
= = — 44N
dt spont

Jednotkou A ; je s~ 1. Pro dovolené elektrické dipdlové prechody je Aji ~ 107 — 108571, pro zakazané prechody (napf. [O 1l]) je
Ay ~107% —10%s7L

1.Indukovana (stimulovana) absorpce (B;;): Pfechod z do j vyvolany z&fivym polem o hustoté energie u,:

dni
= —B;n;u,
( dt )abs ittt

1. Stimulovana emise (B j;): Pfechod z j do i vynuceny dopadajicim fotonem, produkujiciidenticky foton:

dn]-
M
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V termodynamické rovnovéze je rozdéleni populaci dano Boltzmannovym zakonem (n;/n; = (g;/g;) exp(—hvy/kpT))ahustota
zareni Planckovym zdkonem. Z rovnovahy prechod( plynou Einsteinovy relace:

9:Bij = g;Bj;

87rh1/3

Aj
J 03

kde g;, g;jjsou statistické vahy energetickych hladin.

5.2 Boltzmannova a Sahova ioniza¢nirovnice

V populaci atoml téhoz ionizacniho stupné je pomér poétu atomi v excitovaném stavu j k zékladnimu stavu ¢ pfi teploté T' dan

n_ g, ((BE)
n;g g kgT

Celkovy pocet atomi v daném ionizaénim stupnije N = >, ng = %U(T), kde U(T) = >, grexp(—Ey/kBT) je parti€ni

Boltzmannovou rovnici:

funkce (stavova suma).
Pomér mezi sousednimiionizacnimi stavy (napf. neutralnivodik H'a ionizovany vodik H*) popisuje Sahovarovnice:

Nj+1 - 2kBT U]+1(T) 27rmekBT 3/2 ox B Xj
N, P UyT) h2 P\ " kpT

kde P, = n.kpT je tlak volného elektronového plynu, x; je ionizacni potencidl z ioniza¢niho stavu j a faktor 2 predstavuje
statistickou vahu volného elektronu (ge = 2 kvdlispinus = 1/2).

@® DULEZITE

Vysvétleni spektralni posloupnosti OBAFGKM Balmeroovy ¢ary vodiku (pfechody zn = 2) dosahujimaxima intenzity u hvézd spektraini
tfidy AO (Terr ~ 10 000 K). - U chladnéjsich hvézd (tfidy G, K, M) je teplota pfili§ nizka, takze podle Boltzmannovy rovnice je témér veskery
vodik v zakladnim stavun. = 1 anemuze absorbovat v optickém oboru. - U teplejsich hvézd (tfidy B, O) je teplota natolik vysoka, ze podle
Sahovy rovnice je vétsina vodiku pIné ionizovana na volné protony. Spektrélni posloupnost hvézd tedy neodrézirozdily vchemickém
sloZeni, nybrz rozdily v teploté fotosféry!

5.3 Mechanismy rozsireni spektralnich ¢ar

Skute&nd spektralni ¢ara neninekone&né Uzka, nybrz mé koneény profil absorpéniho koeficientu k,, = Kod(v), kde [ (v)dv =1
. RozliSujeme tfi hlavni fyzikalnimechanismy:

1. Pfirozené rozsireni (Natural Broadening)
Vyplyvéa z Heisenbergova principu neuréitosti pro dobu Zivota excitovaného stavu AE - At ~ h. Profilje dan Lorentzovou funkci:

v/ (4?)

Pui¥) = o0 (yfam)?

kde tlumicikonstantajey = > _; Aji ~ 108571, Prirozend $itka ¢aryje extrémné mala (AApat ~ 107% A).

2. Tepelné Dopplerovo rozsireni

ZpUsobeno ndhodnym tepelnym pohybem atomd podél zorného paprsku s Maxwellovym rozdélenim rychlosti:

o~ e | (%)

kde Dopplerova Sitkaje:
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I 2kgT
AI/D = — + v%urb
& TMatom

kde viurh je rychlost mikroturbulence ve fotosfére. Tepelné rozsireni dominuje vjadru Cary.

3. Tlakové (srazkové) rozsireni (Starkovo a van der Waalsovo)

Poruchy energetickych hladin vyvolané elektrickymi poli okolnich iontl a elektrond (linearni a kvadraticky Stark(v jev) nebo
neutréinich atomd vodiku (van der Waalsova interakce). Pfidava k tlumici konstanté srdzkovy &lenyeon o< Pgas. Tlakové rozsiteni
zpUsobuje, Ze trpaslici hlavni posloupnosti (s vysokym tlakem ve fotosfére) maji mnohem Sir§i kfidla Balmeroovych ¢ar nez veleobfi
stejné spektralnitridy.

5.4 Voigtuyv profil a kfivka rlstu

Celkovy profil Eary je konvoluci gaussovského Dopplerova jadra a lorentzovskych kiidel tlumiciho profilu - tzv. Voigtav profil:

H(a,v)_g/“’(ew—ﬂd

™ v—y)2+a?

kdev = ZZ: je bezrozmérna frekvencniodchylkaaa = je bezrozmérny tlumici parametr.

0
4Avp

Celkovou silu absorpéni ¢ary kvantifikujeme pomoci ekvivalentni Sitky cary (W,):

Wy = (1o B\ aa
*:/,w " F

kde F. je tok v okolnim kontinuu. W) predstavuje Sitku obdélnikového profilu o nulovém toku, ktery absorbuje stejné mnoZstvi
energie jako danarealna céra.

Zavislost log(Wx /) nalog(N fA) (souéin poétu absorbuijicich atomd N a oscilatorové sily f) se nazyva kfivka ristu (Curve of
Growth):

log(W / lambda)

/ (3) Kvadraticky rezim
W ~ sgrt(N)
tlumici kridla
(2) Plochy rezim (nasyceni jadra)

/ W ~ sqrt(ln N)
/
/ (1) Linedrni rezim: W ~ N (opticky tenkd cara)

> log(N f lambda)

1. Linearni ¢ast (opticky tenka ¢ara, 79 << 1): Celd ¢ara absorbuje linearné s poctem atomd:
W), o< NfA?2

1. Plocha &ast (nasycenijadra éary, 1 < 79 < 10%): Jadro ¢ary dosahne nulové reziduélniintenzity a dal$i atomy absorbuji pouze
v Uzkém Dopplerovském prechodu:

Wy x AAp/InTg

1. Tlumici ¢ast (silné Lorentzovy kiidla, 79 > 10%): Zacinaji absorbovat vzdalena kfidla Voigtova profilu:

Wy x v/ Nfy
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5.5 Védecky Python kdd: Voigtlv profil a kiivka rdstu
Nésledujici skript numericky integruje Voigtlv profil a konstruuje kfivku rdstu pro absorpéni ¢aru:

import numpy as np
from scipy.special import wofz

def voigt_profile(v, a):

wun won

Vypocet Voigtovy funkce H(a, v) pomoci Faddeevovy funkce wofz.
=v+1j * a
return np.real(wofz(z))

curve_of_growth(a_damp=0.01, n_points=50):
"""Konstrukce krivky rdstu log(W/lambda_D) v zavislosti na log(tau_o0)."""
log_tau@_grid = np.linspace(-2.0, 4.5, n_points)

tau@_vals = 10.0**log_tau@_grid

# Frekvencni mrizka v jednotkach Dopplerovy Sirky
v_grid = np.linspace(-100.0, 100.0, 4000)

dv = v_grid[1] - v_grid[@]

H_vals = voigt_profile(v_grid, a_damp)

log_W_vals = []
for tau@ in tau@_vals:

# Opticka hloubka tau(v) taue * H(a, v)
tau_v = tau@ * H_vals
# Ekvivalentni Sirka W_v = integral (1 - exp(-tau_v)) dv
absorp = 1.0 - np.exp(-tau_v)
W_v = np.sum(absorp) * dv
log W_vals.append(np.loglo(W_v))

return log_tau@_grid, np.array(log W_vals)

if __name__ == "__main__ ":
log tau, log W = curve_of_growth(a_damp=0.02, n_points=8)
print(f"{'log(tau_0)':<16}{ 'log(W / Delta_nu_D)':<24}{'Fyzikalni rezim'}")
print("-" * 58)
for 1t, 1w in zip(log_tau, log W):
if 1t < 0.0:
regime = "Linedrni (W ~ tau_0)"
elif 1t < 2.5:
regime = "Plochy (nasyceni jadra)"
else:
regime = "Tlumici (W ~ sqrt(tau_0))"
print(f"{1t:<16.2f}{1w:<24.4f}{regime}")

5.6 Prakticky priklad: lonizaénirovnovaha vodiku ve fotosfére hvézdy AOV vs Slunce

Zadani

Vypoditejte stupefiionizace vodiku N (H') /N (H) pomoci Sahovy rovnice pro:
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1. Fotosféru hvézdy spektralnitiidy AOV (1" = 10 000 K, P, = 10 Pa).
2.FotosféruSlunce (I' = 5778 K, P, = 1,5 Pa).

Fyzikalni konstanty:
e |oniza&nienergie vodiku: xy = 13,598 eV = 2,179 x 10718 ]
* Hmotnost elektronu:m, = 9,109 x 103! kg
* Planckova konstanta: h = 6,626 x 10734 J s
* Boltzmannovakonstanta: kg = 1,381 x 1072 J/K

e Stavové sumy: pro neutralnivodik Uy ~ 2 (zdkladnistav se spinem), pro protonU; = 1.

Krok 1: Vypocet pro hvézdu AOV (T = 10 000 K)

Termalnienergieje kpT = (1,381 x 1072%) x 10000 = 1,381 x 107 J ~ 0,862 eV.
Tepelnavinovéa délka elektronu:

(27rmekBT)3/2 B <27r x (9,109 x 107%1) x (1,381 x 1071)

3/2
~ 18y3/2 ~ 27 3
e (6,626 x 10742 ) (1,800 x 107)** ~ 2,415 x 10 m

Dosadime do Sahovy rovnice:

NHT 2 x (1,381 x 1071
(M) 2x @380 L5 415 % 107) x exp <f 13’598>
N(H®) 10 2 0,862
NHT) 7 _ 7 o
= = (3,335 x 107) x exp(—15,77) = (3,335 x 107) x (1,416 x 1077) ~ 4,72
N(H?)
lonizaénizlomekje z = #}_ = % ~ 0,825 ~ 82,5 %.

Krok 2: Vypocéet pro Slunce (T' = 5 778 K)

ProSlunceje kT ~ 0,498 eV a P, = 1,5 Pa.
Exponencialnifaktor:

( 13,598V

) = —27,30) ~ 1,39 x 107 *2
0,498 eV ) exp( )
Predfaktor vychazipfiblizné 7,5 x 10”. Dosazenim:

N(HT)
N(H®)

~75%x107x 1,39 x 102 ~ 1,04 x 10°*

lonizovéna je pouhé setina procenta atomt vodiku (0,01 %).

Vysledek ainterpretace

U Slunce je fotosféricky vodik 299,99 % neutraini. U hvézdy AOV je naopak z82,5 % ionizovany. Zbyvajicich 17,5 % neutrélnich
atomGu hvézdy AOV je diky vysoké teploté (¢inné termalné excitovano do hladinyn = 2, coz vede k maximalniintenzité
Balmeroovych absorpcnich ¢arv celém HR diagramu.
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Castlll: Vyvojhvézd a pulzace

@ zAJIMAVOST

Tematicky prehled Casti lll Hvézdy nejsou statické objekty. Jsou to dynamické termodynamické systémy prochézejici dramatickymi
vyvojovymi stadii od gravitacniho zrodu v chladnych molekularnich oblacich pfes dlouhé a stabilni obdobi hlavni posloupnosti az po
pulzacninestability a bourlivou ztratu hmoty u masivnich veleobra.

Zivotni cyklus hvézd v Hertzsprungové-Russellové diagramu
V této Casti propojime statické rovnice vnitini stavby a atmosféricky prenos do dynamického casového vyvoje. Klicovou arénou

tohoto zkoumanije Hertzsprungtv-Russellv diagram (HR diagram), ktery mapuje zafivy vykon hvézd v zavislosti na jejich efektivni
povrchové teploté (nebo spektralnitride).



ASTROFYZIKA HVEZD
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Védecky Hertzsprunguiv-Russelliv diagram znazorriujici hlavniposlioupnost, vétev obrd, pas nestability a bilé trpaslky

Tato ¢ast obsahuje tfi hlubokeé kapitoly:

1. Kapitola 6: Od protohvézdy na hlavni posloupnost Fyzika mezihvézdného prostredi, Jeansovo kritérium gravitacni nestability
afragmentace obfich molekularnich mracen (GMC). Izotermalni a adiabaticka faze volného padu. Formovani hydrostatického
jadra protohvézdy, akrecnich diskl a bipolarnich vytryskd (Herbigovy-Haroovy objekty). Zavod mezi gravitacnikontrakcia
transportem tepla podél Hayashiho pIné konvektivni stopy a Henyeyovy radiativni stopy. Zapalenivodikové fuze vjadre a
dosazeninultého véku hlavni posloupnosti (ZAMS).

1. Kapitola 7: Pulzujici proménné hvézdy a asteroseismologie Hydrodynamické nestability a oscilace hvézdnych obalek. Pas
nestability v HR diagramu a Eddingtondv ventilovy mechanismus (k-mechanismus) v zénach parcialniionizace helia a vodiku.
Klasické cefeidy, Henrietta Leavittova a vztah perioda-zéfivost jako zékladni kosmicky metr. Hvézdy typu RR Lyrae a é Scuti.
Uvod do asteroseismologie: akustické p-mady a gravitadni g-mady jako rentgen vnitini rotace a struktury stelarnich jader na
zakladé dat zmisiKeplera TESS.
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1. Kapitola 8: Vyvoj hmotnych hvézd a Wolf-Rayetovy hvézdy Fyzika hvézdnych gigantl (M > 8 M ). Eddingtonova mez
zarivosti a teorie radiacné hnanych hvézdnych vétrl (CAK model). Pokrodila hofeniv jadre vytvarejici cibulovitou strukturu
elementl az po zelezné jadro. Masivniztrata hmotnosti a Contiho evoluéniscénar: O hvézdy — zafivé modré proménné (LBV)
— Wolfovy-Rayetovy hvézdy (typy WN, WC, WO) se super-sonickym odtokem hmoty obohacujicim mezihvézdné prostredio
té&zkeé prvky.

Tato ¢ast uzavira vyvojovy oblouk aktivniho Zivota hvézd pred jejich definitivnim zhroucenim do kompaktnich reliktd.



ASTROFYZIKA HVEZD

Kapitola 6: Od protohvézdy na hlavni posloupnost

@ zAJIMAVOST

Historicky kontext Prvnirigordzni teorii gravitaéniho kolapsu plynného mracna publikoval sir James Jeans vroce 1902. V 60. letech 20.
stoletijaponsky astrofyzik Chushiro Hayashi ukazal, Ze chladné protohvézdy musibyt pIné konvektivnia pohybovat se po témér vertikalni
stopé v HR diagramu, zatimco Louis Henyey popsal jejich pozdéjsihorizontalni radiativni fazi.

6.1J)eansovo kritérium gravitacni nestability

Hvézdy vznikaji v nejchladnéjsich a nejhustsich oblastech mezihvézdného prostoru - v obfich molekularnich oblacich (GMC) o
typickychteplotdchT' ~ 10 — 20 K a hustotachnmu, ~ 10 — 10" m=3.

Uvazujme homogenni, nekonecné, statické plynné médium o hustoté pg a tlaku P,. Malé perturbace popsané vinovou funkci

dp o expli(k - ¥ — wt)] vedou linedrni perturbaci Eulerovy rovnice, rovnice kontinuity a Poissonovy rovnice gravitaéniho pole k
disperznirelaci:

w? = k2 — 4nGpy

kde cs = \/vkBT'/(wm.) je izotermalininebo adiabaticka rychlost zvuku v plynu.

Rozebéreme dva meznipfipady:

1. Stabilnirezim (k:zc? > 4wGpo): Frekvence wje redind. Tlakové sily prekondvaji gravitaci a perturbace se §ifijako tlumené
zvukové viny.

2. Nestabilnigravitaém’kolaps(kzcg < 4wGpy): Frekvence wje ryze imaginarni (w = +iI'). Perturbace exponencialné roste v
Casejako dp(t) o< exp(T't). Nastava gravitaénikolaps.

Kritickd hodnota vinového ¢isla, kde w = 0, definuje Jeansovo vinové €islo a Jeansovu vinovou délku:

\/471'Gp0 2m m
= — = AJ:—:CS

& Cs k Gpo

Hmotnost obsazena uvniti sféry o poloméru R ; = A ;/2 pfedstavuje Jeansovu hmotnost:

M 4 AJ 3771' wc? 3/277r5/2 c
J—371'P0 5 —6,00 Gpo ~ 76 G3/2p(1]/2

Alternativné z viridlového teorému QU + Q < 0):

E-T \32/ 3 \12
MJ ~ 2 B
Gum, 47pg

6.2 Izotermalnikolaps, fragmentace a adiabaticka faze

Pocatecnikolaps molekularniho oblaku probiha na dynamické casové skale volného padu:

_ 3T
= 326G,

Dokud je plyn opticky tenky pro infraCervené zareni emitované molekulami CO a prachovymi zrny, je veskera energie uvolnéna
gravitac¢nim smrétovanim okamzité vyzarena ven. Kolaps je proto izotermalni (7' = konst).

Pfiizotermalnim smr§tovani hustota p roste, zatimco teplota T’ (a tedy i rychlost zvuku cs) zlstava konstantni. Protoze My p‘l/z,
Jeansova hmotnost s postupujicim kolapsem neustale klesa! PGvodné masivni oblak o hmotnosti tisicl Mg se zaéne rozpadat na
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mensi a mensi gravitacné vazané shluky - nastava hierarchicka fragmentace (Hoyleova fragmentace).

Fragmentace se zastavi v okamziku, kdy hustota v centru nejmensiho shluku prekro&i hodnotu p == 10710 kg/m3. Prach a plyn se
stanou opticky tlustymi pro vlastni infraCervené zareni. Zafiva energie jiz nemQze volné unikat, plyn se za¢ne zahfivat a chova se
adiabaticky (y = 5/3):

M, T3/2p’1/2 - (p7’1)3/2p’1/2 - p37/272 - p1/2

Od tohoto okamzZiku Jeansova hmotnost s rostouci hustotou naopak roste! Fragmentace definitivné koncia v centru se rodi prvni
hydrostatické jadro o hmotnostizhruba 0,01 — 0,05 M.

6.3 Hvézdy typu T Tauri a akrecni disky

Kolabujici oblak ma vzdy nenulovy moment hybnosti. Kvili zdkonu zachovani momentu hybnosti nemuze plyn padat pfimo do
stfedu, nybrz zplostuje se do rotujiciho cirkumstelarniho akreéniho disku.

Schéma tranzitu a akrecni geometrie v roviné disku mladého steldrniho systému

V této fazi pozorujeme mladé hvézdné objekty (YSO) jako hvézdy typu T Tauri (pro M < 2 M) nebo Herbigovy Ae/Be hvézdy
(proM > 2 My,):
e Vykazujisilné emisni cary (zejména Ha), svédcici o dopadu plynu z disku na povrch hvézdy podél magnetickych silocar.

¢ Silnd magneticka pole vyvolavaji kolimované magnetocentrifugalni vytrysky plazmatu (jety) podél rotacni osy, které interaguiji
s okolnim mezihvézdnym prostredim a vytvareji zafici rdzové struktury znamé jako Herbigovy-Haroovy objekty (HH objekty).

e Zakrec¢niho prachoplynného disku se postupné formuje planetarni soustava.

— 40—
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6.4 Hayashiho a Henyeyova stopa

Chushiro Hayashi (1961) dokazal, ze pro kazdou hmotnost hvézdy existuje v HR diagramu neprekrocitelna teplotni hranice vpravo
(pfi nizkych teplotach Teer &~ 3000 — 4 000 K), tzv. Hayashiho mez. Vpravo od této meze nemdze existovat zadna hvézda v
hydrostatické aradiacnirovnovaze.

Mlada protohvézda zacina svou kvazistatickou kontrakci na Hayashiho mezi jako obfi, chladny a pIné konvektivni objekt. Jeji vyvojv
HR diagramu probiha ve dvou fazich:

log(L / L_sun)

\ (Hayashiho stopa: plné konvektivni, témér vertikalni sestup)
\ R klesa, T_eff ~ konst, L prudce klesa

> (Henyeyova stopa: radiativni jadro)
L ~ konst, T_eff roste

ZAMS (Zazeh stabilni fuze v jadre)
> log(T_eff)

1. Hayashiho stopa (vertikalni sestup): Hvézda je pIné konvektivni. ProtoZe je na Hayashiho mezi, jeji efektivniteplota zistava
priblizné konstantni (Teer &~ 3 500 — 4 000 K). V disledku gravitaénikontrakce se vak zmensuje jeji polomér R. Jelikoz
L= 47TR20'Te4ff, luminozita hvézdy prudce klesa témér vertikéalné dold v HR diagramu.

1. Henyeyova stopa (horizontalni posun): Jakmile teplota ve stfedu vystoupi na nékolik miliond kelvin(i, Kramersova opacita
poklesne natolik, Ze v jadre prevladne prenos tepla zafenim. Konvekce ustoupi do vnéjsi obalky a vznikne stabilniradiativni
jadro. Hvézda se pohybuje témér vodorovné v HR diagramu: luminozita se témér neméni, zatimco efektivniteplota Tegf roste.
Hvézdy s velminizkou hmotnosti (M < 0,35 M) zlstavaji pIné konvektivni po celou dobu a Henyeyovu stopu viibec
neprochazeiji.

6.5 Dosazeni nultého véku hlavni posloupnosti (ZAMS)
Kontrakce pokracuje, dokud centrdini teplota nedosahne prahové hodnoty Ti, &~ 107K, kdy se v jadre zapali termonuklearni fuze
vodiku (pp-fetézec nebo CNO cyklus).

V okamziku, kdy jaderna produkce energie plné vyrovna vyzarovany zafivy vykon (Lpnye = L), gravitacni kontrakce se definitivné
zastavi. Hvézda dosahla dokonalé hydrostatické a tepelné rovnovahy.

Tento okamzik se nazyva nulty vék hlavni posloupnosti (Zero-Age Main Sequence - ZAMS). Hvézda zde stravizhruba 90 % celého
svého aktivniho Zivota.

Hmotnost hvézdy [M ] Txy na ZAMS [let] SpektralnitfidaZAMS Ti¢ [K] L[L ] Typ vnitini struktury

0,1 ~5x 10° M6V 2800 107®  PIn&konvektivni

1,0(Slunce) 3 x 107 G2V 5780 1,0 Radiativnijadro + konvektivniobalka

3,0 3 x 10° B8V 12000 60 Konvektivnijadro + radiativni obalka

15,0 6 x 10% BOV 30000 2 x 10* Mohutné konvektivnijadro + radiativni obélka

6.6 Védecky Python kod: Vypocet Jeansovy hmotnosti a poloméru

Nasledujicikod pocita Jeansovu hmotnost M 7, Jeanslv polomér R a ¢as volného padu 7 pro rlizné mezihvézdné podminky:
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import numpy as np

def calculate_jeans_parameters(T_kelvin, n_H2_cm3, mu=2.34):
"""Vypocet Jeansovy hmotnosti a poloméru molekuldrniho oblaku."""
# Konstanty v SI
6.67430e-11
k_B 1.38065e-23
m_u = 1.66054e-27
M_sun = 1.989e30

year_sec = 3.15576e7

Prepocet hustoty z castic/cm”3 do kg/m"3
rho = n_H2_cm3 * 1e6 * (mu * m_u)

Izotermdlni rychlost zvuku (gamma = 1 pro izotermdlni mracno)
c_s = np.sqrt(k_B * T_kelvin / (mu * m_u))

Jeansova vlnova délka a polomér
lambda_J = c_s * np.sqrt(np.pi / (G * rho))
R_J = lambda_J / 2.0

Jeansova hmotnost
M3J = (4.0 / 3.0) * np.pi * (R_I**3) * rho
M_J_solar = M_J / M_sun

Cas volného padu
tau_ff = np.sqrt(3.0 * np.pi / (32.0 * G * rho))
tau_ff_years = tau_ff / year_sec

return M_J_solar, R_J / 1.496el1l, tau_ff_years, c_s # R_J v AU

if __name__ == "__main__ ":
cloud_types = [
("Difuzni mraéno HI", 50.0, 100.0),
("Obri molekularni mracno (GMC)", 20.0, 1e3),
("Husté jadro v Byku (Taurus core)", 10.0, 1le5),
("Bokova globule", 8.0, 1e6)
1
print(f"{'Typ oblaku':<32}{'T [K]':<8}{'M_J [M_sun]':<14}{'R_J [AU]':<12}{'tau_ff [let]'}")
print("-" * 76)
for name, T_k, n_val in cloud_types:
m_j, r_j, t_ff, cs = calculate_jeans_parameters(T_k, n_val)
print(f"{name:<32}{T_k:<8.0f}{m_j:<14.2f}{r_j:<12.1f}{t_ff:<12.1e}")
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6.7 Prakticky priklad: Kolaps chladného jadra mlhoviny v Byku

Zadani

Chladné molekularnijadro v oblasti Byka (Taurus molecular cloud) ma kinetickou teplotu T = 10 K a ¢iselnou hustotu
molekularniho vodikun(H,) = 10° cm 2 = 10 m 3. Stfednimolekulova hmotnost plynuje i = 2,34.

1. Vypocitejte izotermalnirychlost zvuku c;.

2. Vypocitejte Jeansovu hmotnost M ; v jednotkdch hmotnosti Slunce (M).

3. Urcete Cas volného padu 7.

Krok 1: Vypocet rychlosti zvuku

Izotermalnirychlost zvuku v chladném molekularnim plynu:

_ kT [ (1,381 x 10" B)x10  [1,381 x 10 *
: pmy, 2,34 x (1,661 x 10~%") 3,887 x 10~

Krok 2: Vypocet hustoty plynu

Hmotnostni hustota molekularniho mracna:

= /3,553 x 10* ~ 188,5m/s

po=n-(um,) = 10" m™> x (3,887 x 102" kg) ~ 3,89 x 10 ¥ kg/m®

Krok 3: Vypocet Jeansovy hmotnosti

Podle Jeansova vztahu:

52 ¢

Spoctemejednotlivé Eleny:
o 7/2/6 ~17,49/6 ~ 2,915
. 3—(1885)3~6697>< 105 m3 /s?
o G = (6,674 x1071)32 ~ 5452 x 100 m* kg P73

e p/*=1/389x10 ° ~ 1,972 x 10 ¥ kg®P m~15

6 G3/2p(1)/2

Dosazenim:
6,697 x 106 6,697 x 106
My = 2915 x o = =295 x ———— ~ 1,82 x 10" kg
(5,452 x 107"°) x (1,972 x 107°) 1,075 x 10~
Vyjadfeno ve slune&nich hmotnostech (Mg = 1,989 x 10%° kg):
1,82 x 10%
~ 0,91 Mg

~ 1,989 x 10%

Krok 4: Cas volného padu

S 3 3 _ 9,425
7\ 32600 32 % (6,674 x 10-11) x (3,89 x 10 16) 8,307 x 10~

Prepocteno naroky:

3,37 x 10'%s
3,156 x 107 s/rok

Ttf
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Vysledek ainterpretace

Zadané husté jadro mlhoviny v Byku mé Jeansovu hmotnost presné odpovidajicihmotnostijedné hvézdy slunecniho typu (
0,91 M ). Béhem pouhych priblizné sto tisic let se toto jadro gravitacné zhroutia zrodise v ném protohvézda typu T Tauri.
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Kapitola 7: Pulzujici proménné hvézdy a asteroseismologie

@ zAJIMAVOST

Historicky kontext Vroce 1908 publikovala Henrietta Swan Leavittova objev vztahu mezi periodou svételnych zmén a zdanlivou jasnostiu
proménnych hvézd v Malém Magellanové mra¢nu. Tento vztah perioda-zarivost umoznil Edwinu Hubbleoviroku 1923 urcit vzdalenost
galaxie v Andromedé (M31) a prokéazat, Zze vesmir se sklada znescetnych samostatnych ostrovl hvézd.

7.1Pas nestability a Eddingtonlv kappa-mechanismus
Vétsina hvézd v HR diagramu je dynamicky i termalné stabilni. Pokud se vSak vyvijejici se hvézda dostane do témér vertikalniho
pruhu zvaného pas nestability (Instability Strip), jeji obélka zacne periodicky pulzovat.

V normalni hvézdné vrstvé plsobi komprese plynného elementu jako tlumi¢: pfi stlaeni se plyn zahfeje, opacita kK podle
Kramersova zakona (k o< pT*7/2) poklesne, teplo snadnéji unikne ven a pri nasledné expanzi element zchladne. Vysledkem je
rychlé utlumenijakékoliv pocatecnioscilace.

Aby se oscilace staly samobuzenymi (jako v tepelném motoru), musi se plyn pfi stlaceni chovat opacné: musi teplo pohltit (zvysit
svou opacitu) a zadrzet jej. Tento mechanismus navrhl Arthur Eddington a nazyvéa se k-mechanismus (ventilovy mechanismus).

K tomuto jevu dochazivzénach ¢asteéné ionizace:

1.Zbnadruhéionizace helia (He™ = He ™™ 4 e™): Nastava pfiteploté T = 40 000 — 50 000 K a je hlavnim motorem pulzaci
klasickych cefeid a hvézd typu RR Lyrae.

2.Z6naionizace vodiku a prvniionizace helia (H? = H* + e, He® = He™ + e~): Nastava pfi teplotach
T ~ 10000 — 15000 K.

Vzénéionizace se Cast prace vykonané pfi stladeninespotiebuje na zvysenikinetické teploty, nybrz na dalsiionizaci atomda.
Adiabaticky gradient V4 = (I's — 1) /I'5 dramaticky poklesne pod hodnotu 0,4. Zaroven hustota volnych elektronl stoupne

natolik, ze opacita vzroste:
Olnk -0
k= =——
T olnT ),

Vrstva se stane pro zareni ,neprichodnou zédklopkou®, akumuluje teplo a tlak, coz nédsledné vymrstinadloznivrstvy prudce vzhdru.

7.2 Klasické cefeidy a Leavittové zakon
Klasické cefeidy (populace 1) jsou svitivi zluti veleobfi spektralnich tfid F az K s hmotnostmi M ~ 4 — 20 M. Pulzuji radiélné v
zakladnim médu nebo v prvnim svrchnim ténu s periodami v rozmezi od 1do 100 dnd.

Z rovnice hydrodynamickych radialnich oscilaci plyne fundamentalni RitterGv vztah: perioda pulzace P je nepfimo imérna
odmocniné stfednihustoty:

kde Q je pulzacnikonstanta (Q =~ 0,03 — 0,04 dne pro klasické cefeidy).

Jelikoz p oc M/R3? a zéfivost veleobr( spliiuje vztah hmotnost-zéfivost (L oc M), Ize polomér vyjadfit pomoci Stefanova-
Boltzmannova zékona L = 47rR2aTe4ff. V Gzkém pasu nestability je Tesr témeér konstantni, coz po dosazeni dava pfimou zavislost
mezi periodou P a absolutnimagnitudou My, - Leavittové zakon:

(My) = —2,761og,o(P/dny) — 1,40
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Méfenim periody svételné kfivky cefeidy tak okamzité ziskame jeji absolutni zafivost. Srovnanim se zdanlivou magnitudou my-
uréime vzdalenost d pomoci modulu vzdéalenosti:

d
Ho = My — MV - AV = 510g10 <M>

7.3 Hvézdy typu RR Lyrae a delta Scuti

Vedle cefeid se v pasu nestability nachazeji dalsiklicové tfidy pulzujicich hvézd:

Hvézdy typu RR Lyrae

Staré hvézdy populace Il s nizkou hmotnosti(M =~ 0,6 — 0,8 M) nachazejici se na horizontalni vétvi (HB) kulovych hvézdokup.
e Pulzujis periodami P ~ 0,2 — 0,9 dne.
* Majitémér konstantni absolutnivizualni magnitudu:

(My) ~ 40,6 + 0,1 mag

Diky této vlastnosti slouzi jako perfektni ,standardni svicky" pro méfeni vzdalenosti v ramci nasi Galaxie a v satelitnich trpasli¢ich
galaxiich Mistni skupiny.

Hvézdy typu § Scuti

Mladé hvézdy hlavni posloupnosti nebo tésné po nio hmotnostech M ~ 1,5 — 2,5 M, se spektralnimi tfidami A az F. Vykazuiji
nizkou amplitudu svételnychzmén (Am < 0,1 mag) a kratké periody (0,5 az 6 hodin). Kmitajiv mnoha radialnich i neradialnich
moddech soucasné.

7.4 Neradialni oscilace a asteroseismologie

Skute¢nd hvézda nepulzuje pouze jako celistvd nafukujici se koule. Je to trojrozmérny akusticky rezondtor, v némz se Sifi
mechanické viny popsané sférickymi harmonickymifunkcemi Y/"(H, ®).

Posunutihmotového elementu rozkldadame podle tfikvantovych Cisel:

e Radidlnitad n (pocet uzlovych ploch podél poloméru).
o Uhlovy stupef £ (pocet uzlovych &ar na povrchu).

e Azimutalnifad m (—£ < m < {,urluje orientacivicirotacni ose).

RozliSujeme dva zékladni typy vinovych moda:

1. Akustické médy (p-mody - tlakové viny)

Vracejicisilou je gradient tlaku plynu. Sifi se rychlostizvuku ¢, = \/vP/p. Dominujive vnéjsich oblastech hvézdy a ve slunecnich
oscilacich (tzv. pétiminutové oscilace Slunce s v &~ 3 mHz). Frekvence p-mddl vysokého radu spliuji asymptotické pravidlo:

Vnylez/<n+§+e>

—1
kde Av = (2 fOR ‘Z—T> e % je velka frekvencniseparace, kterd pfimo méfi stfedni hustotu hvézdy.

2. Gravita¢ni médy (g-médy - vztlakové viny)

Vracejicisilou je Archiméddv vztlak v radiativnich vrstvach stabilnich vici konvekci. Osciluji podél Bruntovy-Vaisalédovy frekvence
NBV:
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1 dlnP dlnp
2 _ = _
NBV_g(Fl dr dr )

Gravitacni moédy nepronikaji konvektivnimi zénami (NBZV < 0), ale pronikaji az do hlubokého termonuklearniho jadra hvézdy.

-1
Perioda g-md&du spliuje asymptoticky vztah A Py o (f #dr) .

7.5 Asteroseismicka diagnostika stelarnich jader
Diky kosmickym dalekohledlm Kepler a TESS, které nepretrzité méfily fotometrii stovek tisic hvézd s pfesnosti na Urovni parts-
per-million (ppm), se asteroseismologie stala jednim z nejmocnéjsich nastrojli moderni astrofyziky.

U Cervenych obru byly objeveny tzv. smiSené médy (mixed modes): viny, které se v hustém jadie chovaiji jako gravitaéni g-mody a v
rozsahlé fidké obalce jako akustické p-mody. SmiSené mody umoziuiji:

1. Zméfit periodovou separaci AIl a jednoznacné rozlisit mezi obry spalujicimi pouze vodikovou slupku kolem inertniho
heliového jadra (RGB) a obry, ktefijiz vjadre zapalili fuzi helia (hvézdy cerveného shluku - Red Clump).

2.Zrotaéniho §tépenifrekvenci (v em = m - Qrot) piimo zméfit rychlost rotace steldrniho jadra, kterd je u vyvinutych hvézd az
desetkrat rychlejsinezrotace povrchu.

7.6 Védecky Python kéd: Resenilinearnich radialnich pulzaci

Nasledujici skript pocita fundamentaélni periodu radialnich oscilacihomogennihvézdy a ovéfuje Ritterlv vztah:
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import numpy as np

def calculate_pulsation_period(M_solar, R_solar, gamma_ad=5.0/3.0):

wun wnn

Vypocet periody fundamentalniho radidlniho médu hvézdy.
= 6.67430e-11

M_sun = 1.989e30

R_sun = 6.963e8

day_sec = 86400.0

M_solar * M_sun

R_solar * R_sun

# Stredni hustota
rho_mean = M / ((4.0 / 3.0) * np.pi * (R**3))
rho_sun = M_sun / ((4.0 / 3.0) * np.pi * (R_sun**3))

# Uhlova frekvence fundamentalniho médu pro homogenni kouli
# omega_072 = (3 * gamma - 4) * (G * M / R"3)
omega2 = (3.0 * gamma_ad - 4.0) * (G * M / (R**3))
if omega2 <= 0:
return None, None # Dynamicky nestabilni

omega = np.sqrt(omega2)
period_sec = 2.0 * np.pi / omega

period_days = period_sec / day_sec

# Ritterova pulzacni konstanta Q = P * sqrt(rho / rho_sun)

Q_constant = period_days * np.sqrt(rho_mean / rho_sun)

return period_days, Q_constant

if __name__ == "__main__ ":
stars = [
("Slunce (akusticky limit)", 1.0, 1.90),
("RR Lyrae", 0.7, 5.0),
("Klasicka cefeida (kratka perioda)", 5.0, 30.90),
("Klasicka cefeida (dlouha perioda)", 10.0, 80.0)
1
print(f"{'Typ hvézdy':<36}{'M [M_sun]':<10}{'R [R_sun]':<10}{ 'Perioda [dny]':<16}{'Q [dny]'}")
print("-" * 84)
for name, m, r in stars:
p_d, g_c = calculate_pulsation_period(m, r)
print(f"{name:<36}{m:<10.1f}{r:<10.1f}{p_d:<16.3f}{q_c:<10.4f}")
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7.7 Prakticky priklad: Uréeni vzdalenosti cefeidy v galaxii M31

Zadani

Prifotometrickém sledovani spiraini galaxie M31(Galaxie v Andromedé) byla objevena klasicka cefeida s periodou pulzaci
P = 39,8 dne. Stfednizdanliva vizualnimagnituda této cefeidy je (my,) = 19,20 mag. Mezihvézdna extinkce v daném sméru &ini
Ay = 0,35 mag.

1. Vypoéitejte absolutnivizualni magnitudu cefeidy (M) pomocikalibrovaného Leavittové vztahu.

2. Vypocitejte modul vzdalenosti p1o a vzdalenost galaxie M31v parsecich a svételnychletech.
Vztah perioda-zafivost:
(My) = —2,76log,((P/dny) — 1,40
Krok 1: Vypoé&et absolutni magnitudy (My/)
Logaritmus periody cefeidy:
log,(39,8) ~ 1,600
Dosadime do Leavittové vztahu:
(My) =—2,76 x 1,600 — 1,40 = —4,416 — 1,40 ~ —5,82 mag

Tato cefeida je pfiblizné 18 000-krat svitivéj$inez naSe Slunce (My o ~ +4,83 mag).

Krok 2: Vypocet korigovaného modulu vzdalenosti

Modul vzdalenosti s korekcina mezihvézdnou absorpci:

po = (mv) — (My) — Ay

po = 19,20 — (—5,82) — 0,35 = 19,20 + 5,82 — 0,35 = 24,67 mag

Krok 3: Vypocet fyzikalni vzdalenosti
Zdefinice modulu vzdalenosti g = 5logo(d/10 pe):
d 1o 24,67
810 < 10pc > 5 5 ’

d
10pc

d ~ 859000 pc ~ 859 kpc ~ 0,86 Mpc

=10%%* =~ 85900

Pfepocet na svételné roky (1 pc ~ 3,2616 ly):
d ~ 859000 x 3,2616 ~ 2,80 x 10°ly ~ 2,8 milionu svételnych let

Vysledek ainterpretace

Vypocet ukazuje, ze zkoumana cefeida se nachazive vzdalenosti priblizné 2,8 milionu svételnych let (moderni nejpresnéjsihodnota
vzdalenosti M31ziskand kombinaci cefeid a zakrytovych dvojhvézd ¢ini pfiblizné 2,54 + 0,06 milionu ly). Tento vysledek
definitivné dokazuje mezigalaktickou povahu spirdlnich mlhovin.
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Kapitola 8: Vyvojhmotnych hvézd a Wolf-Rayetovy hvézdy

@ zAJIMAVOST

Historicky kontext Vroce 1867 objevili francouzsti astronomové Charles Wolf a Georges Rayet v souhvézdiLabuté tfi neobvyklé hvézdy s
Sirokymi zafivymi emisnimi pasy misto béznych absorpcnich ¢ar. Tyto hvézdy, dnes znamé jako Wolfovy-Rayetovy hvézdy (WR),
predstavujiobnazena jadra extrémné masivnich hvézd, které zbavily svou vnéjsi vodikovou obalku hurikdnem hvézdného vétru.

8.1 Eddingtonova mez zarivosti aradiacné hnany vitr

V extrémné svitivych hvézdéach plsobi na elektrony plazmatu odpudiva radialni sila zpUsobena Thomsonovym rozptylem fotond.
JelikoZ jsou elektrony elektrostaticky svazany s protony aionty, pfenasi se tento radiacnitlak na celou hmotu.

Radialniradiaénisila plsobicina jeden elektron-iontovy par ve vzdalenostirje:

orF  orL

Frad = =
c 4mric

kde o = 6,652 x 10722 m? je ThomsonQv uU&inny priifez. Proti ni plisobi gravitaéni pfitazlivost:

GMpemy,
F = —_—
grav 2
kde ue = 2/(1 + X)) je stfedni molekulova hmotnost na volny elektron.

Kritickd hodnota zafivosti, pfi niz radiacni sila presné vyrovna gravitaéni pfitazlivost (Fl,q = Fgrav), se nazyva Eddingtonova mez
(Eddingtonova luminozita):

ArGMc  AnGMcmype

Kes ar

Lpaa =
Pro &ist& vodikové plazma (X = 1 == ke ~ 0,040 m? /kg):

M W = 3,2 x 10* M L
M, R 9a X M, )

Pokud by zafivost hvézdy prekrocila Lrqq, vnéjsivrstvy by byly okamzité odfouknuty do mezihvézdného prostoru.

Lgaa ~ 1,26 x 103 <

@® DULEZITE

CAK teorie radia¢né hnaného vétru V reélnych hvézdnych atmosférach absorbuji fotony nejen volné elektrony, nybrz i miliony
rezonanc¢nich spektrélnich ¢artézsichiontl (C, N, O, Fe) v daleké ultrafialové oblasti. Castor, Abbott a Klein (1975, CAK teorie) ukazali, ze
diky Dopplerovu posuvu v expandujici atmosfére zachycujiionty zafeniz doposud nezeslabeného kontinua. To vytvari mohutny hvézdny
vitr s rychlostiztraty hmoty M oc LY@ M ==/ \de o 2 0,6 — 0,7 je CAK silovy parametr. Masivni hvézda tak mize b&hem svého

Zivota ztratit vice nez polovinu své plvodni hmotnosti!

8.2 Pokrocila horeni a cibulovita struktura jadra

Zatimco hvézdy sluneéniho typu konéi svj zivot po vyhofeni helia, hmotné hvézdy (M 2 8 M) dosahuiji v centru tak obrovskych
teplot a tlakd, Ze jejich jadro postupné zazehne celou sérii fuznich reakci:
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/ Vodik \

1. Hofeni vodiku (CNO cyklus): T ~ 3 — 5 x 107 K, trva ~ 107 let.

2.Horfenihelia (3-aproces): T ~ 1 — 2 X 108 K, trva ~ 105 let.

3. Hofeniuhliku (12C + 12C): T ~ 6 — 8 x 108 K, trva ~ 10° let.

4. Hofenineonu (fotodisociace 2°Ne(y, a) 60 anasledny zachyt a): T ~ 1,5 x 10? K, trvad ~ 1rok.

5. Hofenikysliku (10 + 160): T ~ 2 x 109K, trva ~ 6 mésict.

6. Hofeni kiemiku (jaderny statisticky rozpad a syntézana *Ni — 56Co — %Fe): T ~ 3,5 x 10° K, trva pouhy 1den!
Vznikem jadra ze 7eleza 0 Fe a niklu 5°Ni termonuklearni flze definitivné kon&i. Jadro Zeleza ma nejvyssivazebnou energii na jeden

nukleon (Ep/A = 8,8 MeV). Jakakoliv dal3i flze by byla endotermicka (energii by spotfebovévala, misto aby ji uvolfiovala). Jadro
ztratizdroj termalniho tlaku a je odsouzeno k okamzitému gravitacnimu kolapsu.

8.3 Ztrata hmoty a Contiho evolucni scénar

Peter Conti (1976) formuloval moderni evoluéni paradigma pro nejhmotnéjsihvézdy (Mzams = 25 — 30 M):

Hveézda tiidy O — Luminous Blue Variable (LBV) — Wolfova-Rayetova hvézda (WR) — Supernova (typ Ib/Ic)

Zarivé modré proménné (LBV - napr. n Carinae)

Extrémné svitivé nestabilni hvézdy blizko Eddingtonovy meze. Prochéazeji epizodickymi gigantickymi erupcemi, pfi nichz vyvrhuji
celdmra&nahmoty (M ~ 10~! — 1072 M, /rok).

Wolfovy-Rayetovy hvézdy (WR)

Kdyz silny hvézdny vitr a erupce LBV kompletné odfouknou vodikovou obélku, obnazise horké termonukledrnijadro. Teploty na
povrchu dosahuiji Teer = 30 000 — 150 000 K a rychlost vétru dosahuje v, ~ 1000 — 4 000 km/s.
RozliSujeme tfi spektroskopické subtypy podle toho, jak hlubokeé vrstvy jsou obnazeny:

o WN hvézdy: Spektrum dominované emisemi dusiku a helia. Obnazeny vrstvy obohacené produkty CNO cyklu (1 N).
e WC hvézdy: Spektrum dominované emisemi uhliku a helia bez dusiku. Obnazeny hlubsivrstvy 3-a spalovani helia (2C).

e WO hvézdy: Extrémné vyvinuta stadia s dominantnimi caramivysoce ionizovaného kysliku (O VI) a uhliku tésné pred
gravitacnim kolapsem.

8.4 Rotacni promichavani a magneticka pole

Hmotné hvézdy rotujina hlavni posloupnostivelmirychle (ekvatorialnirychlosti vror & 200 — 400 km/s).

Rotace generuje vnitini meridionalni cirkulaci (von Zeipelllv teorém a Eddingtonova-Sweetova cirkulace) a smykové nestability.
Tyto hydrodynamické procesy uc¢inné promichavaji chemické prvky mezi konvektivnim jadrem a radiativni obélkou:

1. Pfenéseji Cerstvy vodik do jadra, coz prodluzuje zZivot hvézdy na hlavni posloupnosti.

2. Vynasejiprodukty CNO cyklu (helium a dusik) na povrch jesté predtim, nez hvézda odhodiobalku vétrem.

—5]—



ASTROFYZIKA HVEZD

3. Pfi extrémnirotaci mze hvézda projit tzv. kvazi-chemicky homogenni evoluci (CHE), kdy se celd hvézda promichava jako
celek, nikdy se nerozepne v cerveného veleobra a stane se pfimym prekurzorem dlouhého gama zéblesku (GRB) nebo tésné
dvojhvézdy cernych dér detekovatelné gravitacnimivinami.

8.5 Védecky Python kdd: Vypocet Eddingtonovy meze a ztraty hmoty

Nasledujici skript pogita Eddingtonovu zéfivost Lggq, pomér ' = L/ Lyqq arychlost ztraty hmoty hvézdnym vétrem podle Vinkova
empirického predpisu pro hmotné O a WR hvézdy:

import numpy as np

def massive_star_wind_analysis(M_solar, L_solar, T_eff, X=0.70, 7Z=0.02):
"""Vypocet Eddingtonova faktoru Gamma a odhad ztraty hmoty vétrem."""
G = 6.67430e-11
c = 2.99792e8
M_sun = 1.989e30
L_sun 3.828e26

# Opacita elektronového rozptylu
kappa_es = 0.020 * (1.0 + X) # m*2 / kg

# Eddingtonova luminozita
L edd = (4.0 * np.pi * G * (M_solar * M_sun) * c) / kappa_es
L_edd_solar = L_edd / L_sun

# Eddingtondv faktor Gamma
gamma_edd = L_solar / L_edd_solar

# Empiricky odhad ztraty hmoty podle Vinka (pro horké O hvézdy, zjednoduseny)
# log(dM/dt) ~ -6.697 + 2.194<em>log(L/1le5) - 1.313</em>log(M/30) - 1.226*log(Teff/40000)
log_Mdot = -6.697 + 2.194 * np.logl@(L_solar / 1e5) - 1.313 * np.logld(M_solar / 30.0) - 1.226 *
np.loglo(T_eff / 40000.0)
M_dot_yr = 10.0**log_Mdot

return L_edd_solar, gamma_edd, M_dot_yr

("09.5 V (ZAMS)", 20.0, 5.0e4, 33000.0),

("04 If (Modry veleobr)", 50.0, 8.0e5, 40000.0),
("LBV (klidova faze)", 80.0, 2.0e6, 25000.0),
("Wolf-Rayet (WN)", 25.9, 5.0e5, 70000.0)

print(f"{'Objekt"':<26}{'M [M_sun]':<10}{'L_Edd [L_sun]':<16}{'Gamma (L/L_Edd)':<18}{'dM/dt
[M_sun/rok]"}")
print("-" * 88)
for name, m, 1, t in stars:
1 edd, g_edd, mdot = massive_star_wind_analysis(m, 1, t)
print(f"{name:<26}{m:<10.1f}{1_edd:<16.2e}{g edd:<18.3f}{mdot:<18.2e}")
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8.6 Prakticky priklad: Kriticka zafivost a doba Zivota veleobra o hmotnosti 50 slunecnich
hmotnosti

Zadani

Uvazujme hmotnou hvézdu s pocateénihmotnostina hlavniposloupnosti M = 50 M. Hmotnostnizastoupenivodiku v obalce je
X =0,72.

1. Vypocitejte jejikritickou Eddingtonovu zéfivost Lgqq ve wattech a v ndsobcich slunecnizafivosti (L ).

2. Skute&né zéfivost této hvézdy na ZAMS je piiblizné L ~ 7 x 10° L. Uréete Eddingtontv parametr ' = L/Lgaa.

3. Odhadnéte dobujejiho Zivota na hlavni posloupnosti Tvs za predpokladu, Ze fuze probiha v konvektivnim jadie obsahujicim

30 % celkové hmotnosti hvézdy.

Zadané hodnoty:

* Hmotnost hvézdy: M = 50 x (1,989 x 103 kg) = 9,945 x 103! kg

e Slune&niluminozita: Lo = 3,828 x 1026 W

e Gravitadnikonstanta: G = 6,674 x 10 ¥ m3 kg1 s2

* Rychlostsvétla:c = 2,998 x 10®m/s

e Energetickavytéznost fuze vodiku: € = 6,4 X 10™ J/kg

Krok 1: Vypocet Eddingtonovy luminozity
Opacita elektronového rozptylu:

Kes = 0,020 x (14 X) = 0,020 x (1 + 0,72) = 0,0344 m? /kg
Eddingtonova mez:

ArGMc 4w x (6,674 x 107") x (9,945 x 10*") x (2,998 x 10%)
Kes 0,0344

Lgqq =

2,500 x 103! 3
Lgda = 0,0T ~ 7,27 x 10**W

Vyjadreno ve slunecnich luminozitach:

7,27 x 1032 W
Lpaa=—"""_" ~190x10°L
B4 3 898 » 1028 W ©

Krok 2: Vypocet Eddingtonova faktoru I’

L 7 x 10° L
r= = ——— ~ 0,368 ~ 36,8 %
Lgqa 1,90 x 10° L

Z&fivost hvézdy dosahuje téméF 37 % své teoretické maximalni meze, coz vysvétluje jeji extrémné silny radiadni vitr.

Krok 3: Doba Zivota na hlavni posloupnosti (Tys)
Hmotnost vodikového paliva v konvektivnim jadre:
Meore,n = 0,30 x M x X = 0,30 x (9,945 x 10%1) x 0,72 ~ 2,148 x 103 kg
Celkova uvolnitelnd termonuklearni energie:
Eupue = Meore 1 % € = (2,148 x 10 kg) x (6,4 x 10" J /kg) ~ 1,375 x 100 J

Doba Zivota na hlavni posloupnosti:
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Ernue 1,375 x 100 J 1,375 x 10%

= - ~ 513 x 1035
L 7 % 10° x (3,828 x 1020 W) 2,680 x 1032 ’

Prepocet namiliony let (1 rok ~ 3,156 x 107 s):

5,13 x 10"

= ~ 1,63 x 10°let ~ 1,6 milionu let
3,156 x 107

™S

Vysledek ainterpretace

Zatimco Slunce Zije na hlavni posloupnosti deset miliard let (10'91et), hvézda o hmotnosti 50 M spalisvé obrovské zasoby paliva
zapouhych1,6 milionu let! Zije tedy zhruba 6000 -krat krat$i dobu, vyzaFuje na hranici stability a jeji boutlivy zanik jako Wolfovy-
Rayetovy hvézdy a kolabujici supernovy obohativesmir o tézké prvky nezbytné pro vznik planet a Zivota.
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CastIV: Kompaktnirelikty a zavéreéna stadia

@ zAJIMAVOST

Tematicky prehled Casti IV Zavérecné faze hvézdného vyvoje predstavuji triumf teoretické fyziky 20. a 21. stoleti. V okamziku, kdy hvézda
vyCerpa veskeré termonuklearni palivo, gravitace ztrati protivahu v tepelném tlaku plazmatu. Hmota je stlacena do hustot, kde klasicka
fyzika selhava a vliadu prebira kvantova mechanika Fermiho degenerace a obecna teorie relativity Alberta Einsteina.

Fyzika extrémnich hustot a gravitacniho kolapsu

Zanik hvézdy se fidijeji pocatecnihmotnosti a hmotnostijejiho vyhorelého centrélniho jadra:

e Hvézdy s pocatecnihmotnosti M < 8 M odhodivnéjsivrstvy v podobé planetarni mihoviny ajejich jadro se stabilizuje jako
bily trpaslik, podepreny kvantovym tlakem degenerovanych elektrond.

e Hvézdyohmotnosti8 < M < 25 — 30 M, kon&i gravitacnim kolapsem Zelezného jadra, explozi supernovy (Core-Collapse
Supernova) a zrozenim neutronové hvézdy o hustoté atomového jadra.

¢ Nejhmotnégjsihvézdy (M = 25 — 30 M) nedokéaze zadrzet ani degenerace neutrond; kolaps pokracuje bez omezeni a vytvaii
¢ernou diru stelarni hmotnosti obklopenou horizontem udalosti.

Tato ¢ast obsahuje tfi monumentalnikapitoly:

1. Kapitola 9: Degenerovany plyn a bili trpaslici Kvantova statistika Fermiho-Diracova rozdéleniv limité nulové teploty. Stavova
rovnice nerelativistického (P o p°/?)a ultrarelativistického (P o p*/%) elektronové degenerovaného plynu.
Chandrasekharova mez stability (M ¢y, ~ 1,44 M ). Obraceny vztah hmotnost-polomér (R o< M ~1/3) Mestelova teorie
chladnutia termonuklearni supernovy typu la vznikajici akreciv tésnych dvojhvézdach.

1. Kapitola10: Supernovy a neutronové hvézdy Mechanismus kolapsu zelezného jadra: fotodisociace jader, elektronovy zachyt
(neutronizace) a uvolnénineutrinového pulzu nesouciho 99 % vazebné energie. Odraz razové viny a exploze supernovy s
kolapsem jadra (CCSN). Stavova rovnice jaderné hmoty a Tolmanova-Oppenheimerova-Volkoffova (TOV) relativisticka
rovnice hydrostatické rovnovahy. Struktura neutronové hvézdy, supratekutost neutrond, supravodivost protond, pulsary a
magnetary s magnetickymi poli presahujicimi 10 T.

1. Kapitola 11: Fyzika ¢ernych dér stelarni hmotnosti Einsteinovy gravitacnirovnice ve vakuu a Schwarzschildovo analytické
FeSeni. Fyzikalni povaha horizontu udélostia Schwarzschild(iv polomér R = 2G M /c?. Pohyb &éstic a foton(i v zakfiveném
¢asoprostoru: fotonova sféra (r = 3M) a nejvnitinjsi stabilni kruhova draha (ISCO: r = 6.M). Uvod do rotujicich ¢ernych dér
(Kerrova metrika, ergosféra, Penrosellv proces tézby energie). Pozorovani stelarnich Eernych dérvrentgenovych
dvojhvézdach (Cygnus X-1) a detekce gravitacnich vin z fizikompaktnich binarnich systém( observatoremi LIGO a Virgo.

Zde vstupujeme do svéta, kde se fyzika hvézd pfimo dotyka samotnych limitl struktury prostoru a ¢asu.
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Kapitola 9: Degenerovany plyn a bili trpaslici

@ zAJIMAVOST

Historicky kontext V roce 1910 objevili astronomové, Ze slaby privodce nejjasnéjsihvézdy oblohy Sirius B je bily trpaslik: objekt o
hmotnosti Slunce natlaceny do objemu planety Zemé s hustotou presahujici milionkrat hustotu vody. Fyzikalni povahu tohoto stavu
objasnil Ralph Fowlervroce 1926 pomocinové Fermiho-Diracovy statistiky. Vroce 1930 tehdy devatenactilety indicky student
Subrahmanyan Chandrasekhar béhem plavby lodido Cambridge spajil tuto teorii se specialni teoriirelativity a odvodil maximalni
hmotnostnimez bilych trpaslikd, za coz ziskal vroce 1983 Nobelovu cenu za fyziku.

9.1Fermiho-Diracova statistika a degenerovany plyn

Elektrony jsou fermiony se spinem s = 1/2 a podléhaji Pauliho vylu€ovacimu principu: v daném kvantovém stavu se mlze
nachazet maximalné jeden elektron.

Ve fazovém prostoru (7, p) ma elementarni kvantova burika objem h® = (27rh)3. Do jedné bunky se diky dvéma spinovym stavim
vejdou nejvyse 2 elektrony. Maximalni hustota elektront ve fazovém prostoru je:

o 2
fmax(P) = sl
V limité Uplné degenerace (T' — 0, prakticky spinéné, pokud kpT < EF) elektrony zcela zapIni véechny dostupné stavy od
nulové hybnosti az po maximalni Fermiho hybnost pr. Celkova Ciselnd hustota elektrond n, je déna integralem ve sférickych
soufadnicich hybného prostoru:

Pr 9 8 3 3
Ne = / —dnp*dp = crPr _ _Pr
0

Odtud pfimo vyjadiime Fermiho hybnost v zavislosti na hustoté elektrond:

1/3
pr = B(3nne) /3 = 7'1<371'2 L >

Helly

kde e = A/Z = 2 propIn&ionizovany uhlik 12C akyslik 160.

1. Nerelativisticka degenerace (pr < m.c)

Kinetické energie elektronuje E = p?/(2m.) arychlostv = p/m.. Tlak degenerovaného plynu plyne z tenzoru toku hybnosti:

1 [rr 2 1 8r [Pr
Pe:—/O v(p) -p- zdmp’dp = ——= [ p'dp

R - 5
3 B3 3m. h* J, 15m hs O F

Dosazenimzapr:

€

372)2/3R2 5/3
7( ) n§/3:K1<L)

dme He
y
kde K1 = % ~ 1,004 x 107 Pa - (m®/kg)?/3. Vsimnéte si, ze tlak degenerovaného plynu viibec nezavisi na teploté!
MeMuy

Odpovida polytropé sindexemn = 1,5(y = 5/3).

9.2 Ultrarelativisticka degenerace a Chandrasekharova mez

S rostoucihustotou v centru masivnéjsich bilych trpasliki se Fermiho hybnost priblizuje m,c a elektrony se pohybuji relativistickymi
rychlostmi. V ultrarelativistické limité (pp > m.c)plativ ~ ca E =~ pc:
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1 [Pr 8mp? 8mc Py 2me
P == .- L i
¢ 3/0 P TR P T sy T g bt
Dosazenimzapr:
37213, 4/3
p, = Bm) R s _ Kz(i)
4 Le
_ (37 Bhe 10 . 3 4/3 S . ) o o . s
kde Ko = T 1,243 x 10™ Pa - (m?/kg)*?. Ultrarelativisticky plyn méa adiabaticky index v = 4/3, coz odpovida

polytropé sindexemn = 3.

Pro polytropu n = 3 zavisi celkovd hmotnost vyhradné na konstanté K2 a je nezavisla na poloméru ¢i centralni hustoté (viz
Dodatek A):
n+1)K,\*? do
Mgy, = 4r (n+ 1)K —e
4rG d¢ et

Pron = 3je; ~ 6,897a—£26/(£;) ~ 2,018. Dosazenim hodnot dostavame exaktnivzorec:

MCh:wg\/?)_w he 20 2%5,83M
2 G HeMy pz e

Pro bilého trpaslika slozeného z uhliku a kysliku (e = 2):

5,83

MCh ~ 1

M, ~ 1,44 M,

©® DULEZITE

Fyzikalni diisledek Chandrasekharovy meze Pokud hmotnost elektronové degenerovaného jadra prekrocil,44 Mg, tlak
degenerovanych elektron( jiz fyzikalné nemUize vyrovnat gravitaci a objekt se musizhroutit do neutronové hvézdy nebo c¢erné diry!

9.3 Vztah hmotnost-polomér pro bilé trpasliky
Zteorie polytrop sindexemn = 1,5 (nerelativisticky rezim) plyne pro polomér R a hmotnost M vztah:
1-n
Rx M%= =M~'3
Bili trpaslici vykazuji paradoxni obraceny vztah mezi hmotnosti a polomérem: ¢im je bily trpaslik hmotnéjsi, tim je mensi a hustsi!

Kvantitativni pfiblizny vztah zahrnujici pfechod k relativistickému rezimu maé tvar:

o\ 53 ~1/3 4/3
R(M) ~ 0,0126 RQ(%> (%) 1- <Z\Zh>

Kdyz se hmotnost pfiblizuje k Chandrasekharové mezi M — My, polomér bilého trpaslika teoreticky klesa k nule (R — 0) a
centrélnihustota diverguje do nekonecna.

Polomér R

\  Relativisticky kolaps: R -> @
|

e ) e G R > Hmotnost M
M_Ch = 1.44 M_sun

—57—
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9.4 Mestelova teorie chladnutibilych trpaslik
ProtoZe je plyn elektronl pIiné degenerovany, maji elektrony obrovskou tepelnou vodivost. Celé vnitini jadro bilého trpaslika je
proto témér dokonale izotermalni's jednotnou teplotou Teore.

Kolem izotermalniho jadra se nachazi tenka nedegenerovana vnéjsi vrstva z vodiku nebo helia (tloustka ~ 10~* R), ktera plsobi
jako tepelndizolace s Kramersovou opacitou.

Zasobnikem tepla nejsou degenerované elektrony (jejichz tepelnad kapacita je kvdli Pauliho principu potlatena faktorem
kBT /Er < 1), nybrz nedegenerovana atomova jadra (ionty uhliku a kysliku), kterd se chovaji jako klasicky plyn s tepelnou
kapacitounajedenioncy = %kB.

Celkova tepelna energie jaderje:

3 M
Uth = E Amu kBTcore
Leon Mestel (1952) odvodil, Ze luminozita bilého trpaslika zavisi na teploté jadra jako L o T;ﬁ. Zrovnice chladnuti L = —dUy, /dt

plyne Mestelliv zakon chladnuti:
L(t) oc t77/5 oc 714

Pri poklesu teploty pod kritickou teplotu krystalizace (Tcrystm107K, kdy Coulombovsky parametr plazmatu

T'e= % > 178) jadra uhliku a kysliku zamrznou do prostorové krystalické mfizky (BCC), ¢imz uvolni latentni teplo tuhnuti,

které docasné zpomali chladnuti.

9.5 Bilitrpaslici v tésnych dvojhvézdach a supernovy typula
Nachézi-li se uhliko-kyslikovy bily trpaslik v tésné dvojhvézdé se sekundarni slozkou vypliujici svaj Rochelv lalok, dochazi k pretoku
hmoty pres vnitiniLagrangelv bod L na bilého trpaslika (kataklyzmatické proménné, novy).

Pokud se hmotnost bilého trpaslika v disledku trvalé akrece priblizi k Chandrasekharové mezi M — Mcy ~ 1,44 Mg, v
centralnich oblastech stoupne hustotana p, ~ 2 x 10° g/cm3 ateplota prekro¢izapalnou teplotu flze uhliku (T" =~ 7 x 108 K).

V degenerovaném plynu vSak tlak nezavisi na teploté! Kdyz fuze uvolniteplo:

1. Teplota stoupne, avSak plyn neexpanduje ani se neochlazuje.
2. Rychlost flize uhliku roste jako e o< T30, coz uvolnijesté vice tepla.

3. Nastava nezadrzitelny termonuklearni runaway.

Plamen deflagrace a detonace probéhne celou hvézdou za nékolik sekund. Dojde ke kompletnitermonuklearnifuzi uhliku a kysliku
na radioaktivni nikl °*Ni a zelezo. Hvézda je totalné rozmetana bezjakéhokoliv kompaktniho zbytku jako supernova typula. Jelikoz
v§echny SN la exploduji pfi dosazeni téze Chandrasekharovy meze, maji téméridentickou maximalniluminozitu, coz z nich ¢ini
klicové standardni svicky pro objev zrychleného rozpinanivesmiru a temné energie (Nobelova cena 2011).

9.6 Védecky Python kéd: Stavova rovnice a vztah hmotnost-polomér

Nasledujici kod pocita a srovnava Fermiho hybnost, tlak a teoreticky polomér bilého trpaslika pro rdzné hmotnosti:
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import numpy as np

def white_dwarf_properties(M_solar, mu_e=2.0):

nun nun

Vypocet poloméru, centrdlni hustoty a Fermiho energie bilého trpaslika.
Konstanty v SI
6.67430e-11
= 2.99792e8
hbar = 1.05457e-34
m_e = 9.10938e-31
m_u = 1.66054e-27
M_sun = 1.989e30
R_sun = 6.963e8

M_solar * M_sun
M ch = 1.44 * M_sun

if M >= M_ch:
return 0.0, np.inf, np.inf

# Analyticky model poloméru podle Nauenberga (1972)
# R / R_sun approx 0.0112 * (mu_e/2)”~(-5/3) * (M/M_sun)”~(-1/3) * (1 - (M/M_ch)~(4/3))"(1/2)
terml = 0.0112 * ((mu_e / 2.0)<strong>(-5.0 / 3.0)) * (M_solar</strong>(-1.0 / 3.9))
term2 = np.sqrt(1.0 - (M / M_ch)**(4.0 / 3.0))
R_norm = terml * term2
R = R_norm * R_sun

# Odhad centrdlni hustoty z polytropy n = 1.5 (rho_c approx 6.0 * rho_mean)
rho_mean = M / ((4.0 / 3.0) * np.pi * (R**3))
rho_c = 6.0 * rho_mean

# Fermiho hybnost v centru
n_e =rho c / (mu_e * m_u)
p_F = hbar * (3.0 * (np.pi<strong>2) * n_e)</strong>(1.0 / 3.0)

# Fermiho energie v keV
E_F_J = np.sqrt((p_F * c)<strong>2 + (m_e * (c</strong>2))<strong>2) - m_e * (c</strong>2)
EF keV = E_F J / 1.60218e-16

return R_norm, rho_c, E_F_keV

if __name__ == "__main__ ":
masses = [0.2, 0.6, 1.0, 1.2, 1.35, 1.40]
print(f"{'M [M_sun]':<12}{'R [R_sun]':<14}{'rho_c [kg/m"3]"':<18}{'E_Fermi [keV]':<16}")
print("-" * 60)
for m in masses:
r_n, rc, ef = white_dwarf_properties(m)
print(f"{m:<12.2f}{r_n:<14.4f}{rc:<18.2e}{ef:<16.1f}")
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9.7 Prakticky priklad: Fyzikalni parametry bilého trpaslika Sirius B

Zadani

Bily trpaslik Sirius B ma pozorovanou hmotnost M = 1,018 M, afotosféricky polomér R = 0,0084 R =~ 5 850 km (pfiblizné
polomérZemé). Pfedpokladejme Cisté uhliko-kyslikové slozeni (. = 2).

1. Vypocitejte stiednihustotu ﬁvkg/m3 avtunachnacm?.

2. Vypoditejte stiedni ¢iselnou hustotu volnych elektronli 72,,.

3. Vypoditejte Fermiho hybnost pr a Fermiho energii E' elektronl v keV.

4. UrCete, zdajsou elektrony vjadre Siria B nerelativistické nebo relativistické.
Zadané hodnoty:

o M =1,018 x (1,989 x 10*°kg) = 2,025 x 10 kg

* R=585x10m

o Klidové energie elektronu: mec? = 511keV

Krok 1: Vypocet stiedni hustoty
Objem bilého trpaslika:

4 4
V= §7rR3 =3 (5,85 x 105m)? ~ 8,386 x 10* m®

Strednihustota:

M 2,025 x 1030k
p= = m ~ 2,41 x 10°kg/m* = 2,41 x 10°g/cm® = 2,41 tun/cm?

Jeden kubicky centimetr latky Siria B vézivice nez dvé a pul tuny!
Krok 2: Hustota volnych elektront

7 2,415 x 10° kg/m®
S %é S A~ 727x10%m™
HeMy 2% (1,661 x 10" kg)

Krok 3: Vypocet Fermiho hybnosti a energie

Fermiho hybnost:
pr = B(37%n.) "% = (1,055 x 10734) x [372 x (7,27 x 10%)]'/3
31?2 % 7,27 x 10%° ~ 2,153 x 107 = (2,153 x 10°7)¥/% ~ 2,78 x 102 m !
pr = (1,055 x 1073) x (2,78 x 10"%*) ~ 2,93 x 10 * kg - m/s
Porovname hybnost s m.c:
mec = (9,109 x 103 kg) x (2,998 x 108m/s) ~ 2,73 x 10 ? kg - m/s
Relativisticky pomér Cini:

pr 2,93 x10°%
mec 2,73 x 10722

~ 1,07
Kineticka Fermiho energie elektronu:

EF,k = (pFC)2 + (mec2)2 - Tnec2 = mecz < 1+ (pF/mec)2 N 1)
Ep; = 511keV x <\/1 +1,07% — 1> =511 x (1/2,145 — 1) = 511 x (1,465 — 1) ~ 237keV
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Vysledek ainterpretace

Jelikoz pomérpr/mec =~ 1,07 je fadu jedné a Fermiho kinetickd energie (237 ke V) dosahuje srovnatelné velikosti s klidovou
hmotnostielektronu (511 ke V), nachazi se plyn v nitru Siria B v pfrechodovém mirné relativistickém rezimu. To dokazuje nezbytnost
zapocteni specialniteorie relativity do modell redlnych bilych trpaslikd.
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Kapitola10: Supernovy a neutronové hvézdy

@ zAJIMAVOST

Historicky kontext Vroce 1934, pouhé dva roky po objevu neutronu Jamesem Chadwickem, vyslovili Walter Baade a Fritz Zwicky
vizionarskou hypotézu: , S veskerou opatrnostinavrhujeme, Ze supernovy predstavujiprechod z béznych hvézd do neutronovych hvézd,
které se sklddajiz tésné natlacenych neutrond. “Tato genialni pfedpovéd byla definitivné potvrzena vroce 1967, kdy Jocelyn Bellova
Burnellova a Antony Hewish objevili prvniperiodicky radiovy pulsar.

10.1Kolaps zelezného jadra a neutronizace

Kdyz hmotnost inertniho Zelezného jadra masivni hvézdy prekro¢i Chandrasekharovu mez (M o =~ 1,4 — 1,8 M), dochézi k
okam?zité ztraté mechanické stability. Kolaps spusti dva katastrofické endotermické mikroskopické procesy:

1. Fotodisociace atomovych jader

PriteplotachT > 5 x 10°K maji termalni gama fotony tak obrovskou energii, ze zacnou rozbijet stabilnijadra zeleza na heliové
alfa Castice avolné neutrony:

Fe + 4 — 13*He + 4n — 124,4 MeV
PFi dalim rdstu teploty se rozpadaijii samotna jadra helia:
‘He 4+ v — 2p + 2n — 28,3MeV
Tato endotermicka fotodisociace odcerpé z jadra obrovské mnozstvi tepelné energie (vice nez 2 MeV na kazdy nukleon), coz
zpUsobi prudky pokles tlaku a pad jadra do volného gravitaéniho kolapsu.
2. Elektronovy zachyt (neutronizace)

Hustota v kolabujicim jadfe pfekrocip > 10*2 kg/m3 aFermiho energie elektron(l vzroste nad prahovou energii Er > 1,29 MeV,
ktera odpovida rozdilu klidovych hmotnosti mezineutronem a protonem. Elektrony jsou nucené vtlacovany do proton( (inverzni
betarozpad):

p+e —n+r.e

Tento proces ma dva fatalni disledky:

e Zjadramizivolné elektrony, které jediné poskytovaly degeneracnitlak (n, — 0).

* Vznikd masivnizaplava elektronovych neutrinv,.

Jadro pada rychlosti dosahujiciaz 70 000 km /s (témé&F Etvrtina rychlosti svétla). Béhem pouhych nékolika desitek milisekund se
sféraorozmérechZemé (R ~ 6 000 km) smrstina kouli o poloméru pouhych 20 — 30 km!

10.2 Odrazrazové viny a exploze supernovy (CCSN)

KdyZ centrélnihustota kolabujiciho jadra dosahne hustoty jaderné hmoty (nuklearni saturace):
P ~ 2,7 x 10 kg/m® ~ 2,7 x 10" g/cm?

nukleony se dostanou do kontaktu na vzdalenost dosahu silné jaderné interakce (r ~ 10~1% m). Odpudivé slozka jadernych sil
spolu s degeneracnim tlakem neutronl zpUsobi prudké ztuhnuti stavové rovnice: jadro se stane prakticky nestlacitelnym.

Padaijici vnitini vrstvy tvrdé narazi na ztuhlé centrainijadro a odrazi se zpét (Core Bounce). Vznika mohutna réazova vina (shock wave)
§ifici se venrychlostipfes 30 000 km /s.
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Padajici vnéjsi obalka (Fe, Si, 0) ---> |

| Razovéd vlna (Shock) expanduje ven
ODRAZ JADRA (Core Bounce) <====

Proto-neutronova hvézda (PNS) <

Béhem postupu razové viny skrze padajici vrstvy se vSak vina disociaci zeleza energeticky vyCerpa a v poloméru
r =~ 150 — 200 km se zastavi (stagnujicirazova vina).

Zachranu exploze zajistuje neutrinovy mechanismus (Bethe-Wilsonlv scénar): v hustém nitru proto-neutronové hvézdy jsou
neutrina uvézné&na (neutrinosféra). Kdyz se uvolfiuji, maly zZlomek jejich obrovského toku (~ 1 %) je absorbovan v turbulentni vrstvé
pod stagnujici rdzovou vinou. Tim se rdzova vina znovu ozivi, prorazi vnéjsi obéalku a vyvolad gigantickou explozi supernovy s
kolapsem jadra (Core-Collapse Supernova - typy I, Ib, Ic).

Celkova uvolnéna gravitacnivazebna energie neutronové hvézdy je monstrézni:

3 GM?
labind ~ E;

~3x10%J ~ 3 x 10% erg

e 99 % této energie odnesou neutrina viech tfi generaci (ve, v, V- ajejich anti¢astice) b&hem 10 sekund (detekovano u
supernovy SN 1987A).

o 1% se pfeménina kinetickou energii expandujici obalky (B, ~ 10% J).

e Pouhych0,01 % (Bopt ~ 102 J) se vyzaiijako viditelné svétlo, coz presto sta&ik tomu, aby supernova na nékolik tydnli
prezarila celou svou domovskou galaxii.

10.3 Stavova rovnice a Tolmanova-Oppenheimerova-Volkoffova (TOV) rovnice

Neutronovd hvézda je extrémné relativisticky objekt. Newtonovska rovnice hydrostatické rovnovahy zde selhdva a musi byt
nahrazena presnou rovniciz obecné teorie relativity - TOV rovnici (Tolman-Oppenheimer-Volkoff, 1939):

P(T)Z] {1 N 47rr3P(r)} {1 | 2GM(r) } -1

p(r)c rc?

dP GM(r)p(r)
ar 72 {1 *

M(r)c?
Vsimnéte sitfirelativistickych korekénich faktor( v rovnici:

1.(1 4+ P/(pc?)):V teoriirelativity je zdrojem gravitace nejen klidova hmotnost, nybrz veskera energie véetné tlaku (tlak
gravituje!).
2.(1 4 47r®P/(Mc?)): Piispévek tlaku uzavieného uvnitt koule k celkové gravitaénihmoté.

3.(1 — 2GM/(rc?))*: Geometricky faktor prostorového zakfiveni Schwarzschildovy metriky.

Vsechny tfi faktory jsou pfisné vétsinez 1. V obecné teoriirelativity je tedy gravitacni pfitazlivost uvniti kompaktniho objektu vzdy
silnéjsinez v Newtonové fyzice. Proto kazdé zvysenitlaku soucasné zvysuje i gravitacni pfitazlivost!

ZTOV rovnice plyne existence absolutni horni meze stability pro neutronové hvézdy - Tolmanovy-Oppenheimerovy-Volkoffovy
meze (Mrov):

¢ Pro Cisté degenerovany nerelativisticky plyn neutronl bezinterakci ¢inimez pouhych Mroy ~ 0,7 M.

e Sezapoctenim odpudivych silnych jadernych interakci nukleont (modernirealistické rovnice stavu jako APR, SLy4) vzriista mez
na:

MTOV ~ 2,0 — 2,3 M@

Pozorovani masivnich milisekundovych pulsard PSR J0740+6620 (M = 2,08 + 0,07 M) a fuze neutronovych hvézd GW170817
stanovilo sou¢asnou empirickoumezna Mroy ~ 2,17 M.

10.4 Vnitini struktura neutronové hvézdy

Neutronové hvézda o poloméru R ~ 11 — 13 km ahmotnosti M = 1,4 M, se skladaznékolika odliSnych vrstev:

— 63—
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1.Vnéjsikara (p < 4 x 10 kg/mg, tloustka ~ 300 — 500 m): Pevna krystalicka miizka zjader zeleza *Fe a tézsich prvkd

obklopena relativistickym degenerovanym elektronovym plynem.

2. Vnitfnikéra (4 x 10 < p<2x 107 kg/ms,tlou§t'ka~ 1 km): Nastévé jev odkapavani neutrond (neutron drip): Fermiho
energie elektronu je tak vysoka, Ze jddra nemohou pojmout vice neutrond a neutrony volné vytékaji do prostoru mezi mfizkami.
Na bazi klry se vlivem soutéze mezi Coulombovskym odpuzovanim a jadernou pfitazlivosti deformujijadra do exotickych
geometrickych struktur znamych jako jaderné téstoviny (Nuclear Pasta): Spagety, lasagne, gnocchi.

elektrony a miony. * Neutrony tvoii Cooperovy pary s paralelnim spinem (3 P, stav) a stavaji se supratekutymi (nulova
viskozita). * Protony tvofi Cooperovy pary v antiparalelnim spinu (1.5, stav) a vytvafeji supravodié Il. typu. Magnetické pole
neutronové hvézdy je uvéznéno v miliardach kvantovanych magnetickych vir( (fluxoidd).

4. Vnitinijadro (p > 3 puuc): U nejtézsich neutronovych hvézd mohou extrémnitlaky zpUsobit vznik hyperont (A, X), dekonfinaci
kvark( a vytvorenivolné kvark-gluonové plazmy slozené z kvarkl u, d, s (podivna kvarkova hmota).

10.5 Pulsary, magnetary a dipdlové zareni

Béhem gravita¢niho kolapsu se zachovava magneticky indukéni tok & = fé . dA ~ BR? = konst. Zmen3eni poloméru ze
sluneé&niho rozméru (Re & 7 x 108 m) na polomér neutronové hvézdy (Rns &~ 10% m) zesili ptivodni magnetické pole faktorem
(Ro/Rns)? ~ 5 x 10!

Stejné tak zachovanimomentu hybnosti L = I oc M R?§) = konst rozto&i neutronovou hvézdu na stovky otacek za sekundu:

Magnetické dipolové zareni pulsaru

Rotujici magneticky dipdl sklonény pod dhlem o vicirotaéni ose vyzafuje elektromagnetické viny o frekvencirotace Q = 27/ P.
Zarivy vykon magnetického dipdluje:

; . B2 _R5Q4sin?
Epot = —i lIQZ = 1IN0 = HO B gupf m- o
2 6mc?

Zmérené periody P ajeji Casové derivace p (zpomalovanirotace) Ize pfimo spocitat:

 Povrchové magnetické pole: B¢ VPP~ 108 —10°T (102 — 103 G).

e Charakteristické staripulsaru: 7, = %.

Magnetary

Extrémni podskupina neutronovych hvézd s magnetickym polem B ~ 10 — 10" T (10'* — 10%° G), co prekraéuje kvantovou
elektrodynamickou kritickoumez Bogp = micQ/(eh) ~ 4,4 x 10° T.Energie jejich erupci(Soft Gamma Repeaters - SGR) je
Cerpanazdisipace a prfepojovanimagnetického pole pfi praskaniklry (hvézdotreseni).

— 64—
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10.6 Védecky Python kéd: Re$eni TOV rovnice

Nésledujici kdd numericky integruje relativistickou TOV rovnici a srovnava ji s klasickou Newtonovou hydrostatickou rovnovahou
pro polytropni stavovou rovnicijaderné hmoty:

import numpy as np

def solve_tov(rho_c_si, K_poly=5.38e3, gamma=2.0, dr=10.0, r_max=25000.0):
"""Numerické reseni TOV rovnice pro neutronovou hvézdu."""

G = 6.67430e-11

c = 2.99792e8

|_sun = 1.989e30

K_poly * (rho_c_si**gamma)
= rho_c_si
= (4.0 / 3.0) * np.pi * (r**3) * rho

< r_max and P > 1lel@:
# 1. Newtonovsky gradient
dP_dr_newton = - (G * M_r * rho) / (r**2)

# 2. Relativistické TOV korekce

0 + P / (rho * c**2)

corr2 .0 + (4.0 * np.pi * (r<strong>3) * P) / (M_r * c</strong>2)
0

corrl
corr3 / (1.0 - (2.0 * G * M_r) / (r * c**2))
dP_dr_ = dP_dr_newton * corrl * corr2 * corr3

# Krok integrace (Eulerova metoda)
P += dP_dr_tov * dr
if P <= O:
break
rho = (P / K_poly)**(1.0 / gamma)
M r += 4.0 * np.pi * (r**2) * rho * dr
r += dr

R_final_km = r / 1000.0
M_final_solar = M_r / M_sun

return R_final_km, M_final_solar

if __name__ == "__main__ ":
print(f"{'Centralni hustota [kg/m~3]':<28}{'Polomér R [km]':<18}{ 'Hmotnost M [M_sun]'}")
print("-" * 64)
densities = [5e17, 8el7, 1.2e18, 1.8e18, 2.5e18]
for rho_c in densities:
R_km, M_sol = solve_tov(rho_c)
print(f"{rho_c:<28.1e}{R_km:<18.2f}{M _sol:<18.2f}")
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10.7 Prakticky priklad: Gravitacni Cerveny posuv a energie Krabiho pulsaru

Zadani

Pulsar v Krabi mlhoviné (PSR BO531+21) vznikl pfi explozi historické supernovy roku 1054. Mad hmotnost M = 1,4 M, polomér

R = 12km, rotaéniperiodu P = 33,3 ms = 0,0333 sarychlost brzdénirotace P = 42 %1078 s/s. Moment setrvaénosti

neutronové hvézdy odhadnéte jako I ~ 10% kg - m?.

1. Vypocitejte gravitacni Cerveny posuv z, fotonl emitovanych z povrchu neutronové hvézdy podle obecné teorie relativity.

2. Vypocitejte celkovou rotacnikinetickou energii pulsaru E,; a rotacniztratovy vykon Erot (spin-down luminosity).

Zadané konstanty:
o M =14 x (1,989 x 10*°kg) ~ 2,785 x 10* kg
e R=12x10'm
e G=06,674x10 1Y mikg s 2
e ¢=2,998 x 108m/s

Krok 1: Gravita¢ni ¢erveny posuv
V obecné teorii relativity je pomér frekvence na povrchu Vemit a v nekoneénu v, dén Schwarzschildovym faktorem:

Voo 1 2GM

Vemit RC2
Gravitacni Cerveny posuv z, definujeme jako:

>\oo - )\emit ( 2GM > -172
g, =X femlt _ (2T -1

g =
)\emit RCZ

Spo&teme kompaktnost 2GM /(Rc?):

2GM  2x (6,674 x 10°1) x (2,785 x 10%°) 3,718 x 10%
R (1,2x10%) x (2,998 x 108)2 1,079 x 10%!

~ 0,3446

Dosazenim:
1
zg = ———------:0 G ]_ = ; —_ ]_ = 1
/10,3446 1/0,6554 0,8096

Fotony opoustéjici povrch neutronové hvézdy ztrati téméf Ctrtinu své frekvence (z4 = 23,5 %) pouhym pfekondvanim
gravitacniho pole.

—1~1,235—1=0,235

Krok 2: Rotacni energie a ztratovy vykon

Uhlova rychlost rotace:

27 27
O="=_—"__ ~188,7rad
P 0,0333s ,Trad/s
Rotacnikineticka energie:
1 1
E.o = 5192 =5 % 10*% kg - m? x (188,7rad/s)? ~ 1,78 x 10%2J

Ztratovy vykon brzdénim (spin-down luminosity):

Erot =-I00 =10 <EP) = 47{'21—

P3
-13 —13
B = 472 x 10 x 74&?) ;3;2)3 = 3,948 x 10% x 7342329:: 1010 =~ 4,49 x 103w
) y X -
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Vyjadfeno ve slunecnich luminozitach:

4,49 x 103 W

o S8 W 117000
3,828 x 1020 W ©

rot

Vysledek ainterpretace

Krabi pulsar ztracikazdou sekundu rotacni energii odpovidajici zafivému vykonu vice nez sto tisic Slunci. Pravé tento obrovsky
vykon magnetického dipdlu pumpuje vysokoenergetické relativistické elektrony a pozitrony do okolnimlhoviny a napdjijejizareniv
celém elektromagnetickém spektru od radiovych vin az po gama zareni.
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Kapitola 11: Fyzika cernych dér stelarnihmotnosti

@ zAJIMAVOST

Historicky kontext V listopadu 1915 formuloval Albert Einstein obecnou teorii relativity. Jiz o nékolik tydnt pozdéji nalezl némecky fyzik a
astronom Karl Schwarzschild na ruské fronté prvni presné analytické feseni Einsteinovych rovnic pro sféricky symetrické gravitacnipole
ve vakuu. Vroce 1967 zaved| John Archibald Wheeler popularni termin ,cerna dira“ aroku 2015 observatore LIGO poprvé zachytily
gravitacniviny ze splynuti dvou steldrnich ¢ernych dér (udalost GW150914).

11.1Kolaps hmotnych hvézd a Schwarzschildova metrika

Kdyz hmotnost zkolabovaného jadra hvézdy prekroci Tolmanovu-Oppenheimerovu-Volkoffovu mez (M > Mroy ~ 2,2 — 3 M,
), ve zndmém vesmiru neexistuje zadna fyzikalni sila schopna zastavit gravitacni smrstovani. Hmota se neodvratné hrouti do
Casoprostorové singularity.

Casoprostor vné statické, nerotuiici, elektricky neutralni &emé diry o hmotnosti M popisuje Schwarzschildiv prostoroéasovy
interval v soufadnicich (¢, r, 0, ¢):

-1
ds? = — (1 — 2GM>c2dt2 + (1 - 2GM) dr® 4 r*(df? + sin? 0 dp?)
7 7

c? c?

V geometrizovanych jednotkéach (G = ¢ = 1) méa metrika elegantnitvar:

2M 2M\ !

ds? = — (1 - —>dt2 + (1 — —) dr? + r?dQ?
T T

11.2 Horizont udalostia Schwarzschildlv polomér

V radialni souradnici r = R vykazuje Schwarzschildova metrika zdanlivou singularitu, kde koeficient g;; — 0 a g,,, — 00. Tento
polomér definuje Schwarzschilddv polomér (horizont udalosti):

_ 2GM

R, ==

c

Pro hmotnost vyjadifenouvjednotkach sluneénihmotnostiplatijednoduchy pamétovy vztah:

R, ~ 295 <£> km ~ 3km x <£>
Mg M

Cerna dira o hmotnosti 10 Mg ma tedy horizont o poloméru pouhych 30 km.

Skutecna fyzikalni singularita se nachazi vyhradné ve stfedu r = 0, kde invariantni skalarni Kretschmannova kfivost diverguje do
nekonecna:

48G2M? 10
K=R¥Y"Rys=—
Byd 647‘6 00

©® DULEZITE

Fyzikalni povaha horizontu udalosti Singularita na polomérur = R nenifyzikalni, nybrz souradnicova (zplisobena volbou
Schwarzschildova Casu t, ktery méfivzdéleny pozorovatel v nekonecnu). Pfechodem k Eddingtonovym-Finkelsteinovym nebo
Kruskalovym-Szekeresovym souradnicim je metrika na horizontu zcela hladka. Horizont udalosti tvofi jednosmérnou nulovou hyperplochu
(kauzalni membranu): uvniti horizontu (r < R;) se asova a prostorova soufadnice prohazuji(gy > 0, grr < 0). Pohyb smérem k centralni
singularité r = 0 se stava stejné nevyhnutelnym jako pohyb do budoucnostiv bézném case!
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11.3 Geodeticky pohyb: Fotonova sféraalSCO

Pohyb testovacich &astic a fotond v ekvatoridlni roviné (0 = m/2) se fidi varia¢nim principem podél geodetik. Z integrald pohybu
(energie E2a momentu hybnosti L vztazenych na jednotku hmotnosti) odvodime radialni rovnici:

1/dr\? E?—1
§<d_7-> +Veff(7')*T

kde efektivni potencial pro hmotnou ¢astici ma tvar:
M L? ML?
Vie(r) = - — + — — 2~
eH( ) r ) 3

Prvni &len je klasicky newtonovsky gravitaéni potencidl, druhy je odstfedivé bariéra a teti len (—ML?/73) je relativisticka
gravitaéni korekce, ktera pfi malych vzdalenostech prevazi odstiedivou bariéru a zplsobipad ¢astice do horizontu.

Z extrém( efektivnino potencidlu odvozujeme kli¢ové charakteristické poloméry Schwarzschildovy ¢erné diry:

[ Horizont uddlosti ] [ Fotonovda sféra ] [ ISCO: stabilni orbity ] ---> Vzdaleny prostor

R_s = nestabilni obéh nejmensi stabilni

fotonl kruhova drdha

1. Fotonovasféra (r,, = 3M = %Rs): Nejmensimozna kruhova draha pro fotony (m = 0). Fotony zde mohou obihat ¢ernou
diru po nestabilni orbité. Fotonova sféra vymezuje geometricky stin éerné diry o zdanlivém impaktnim parametru
berit = 3V3M ~ 5,2 M, ktery pozoroval projekt Event Horizon Telescope (EHT).

2. Nejvnitinéjsi stabilni kruhova draha (ISCO - Innermost Stable Circular Orbit): Pro hmotné Castice existuji stabilni kruhové
drahy pouze pro poloméry:

r > rigco = 6M = 3R

Pro r < 6M je jakékoliv kruhové dréha nestabilni a ¢astice se po spirdle zfiti do ¢erné diry. To definuje vnitini okraj plynnych
akrecnich disk kolem nerotujicich Cernych dér.

11.4 Rotujici cerné diry: Kerrova metrika a Penrosetiv proces

Reélné Cerné diry vzniklé kolapsem rotujicich jader si zachovéavajimoment hybnosti J. Jejich Casoprostor popisuje Kerrova metrika
(Roy Kerr, 1963) zavisla na dvou parametrech: hmotnosti M a bezrozmérném spinovém parametrua. = # € [0,1].

V Boyerovych-Lindquistovych soufadnicich se horizont udalostinachaziv poloméru:

ry =M+ M?—a?

kdea = J/(Mc).Pro maximainé rotujici ¢ernoudiru(ax = 1)jer = M = R/2.

Rotujici cerna dira strhava okolni ¢asoprostor do sméru své rotace - nastava extrémni strhavani ¢asoprostoru (Frame Dragging /
Lense-Thirringdv jev). Oblast mezi statickou mezi Tepgo () = M + v/ M2 — a2 cos? 8 a horizontem udalosti r se nazyva
ergosféra.

V ergosfére nemuze zadny fyzikalni objekt zistat v klidu vici vzdalenému pozorovateli; veskerda hmota a svétlo jsou nuceny rotovat
spolus c¢ernou dirou.

©® DULEZITE

Penroselv proces tézby rotacni energie Roger Penrose (1969) ukazal, ze v ergosféfe mohou ¢astice nabyvat zaporné energie £ < 0
vzhledem k nekonecnu. Rozpadne-lise v ergosfére téleso O na dva fragmenty 1a 2, afragment 1s energii £y < 0 spadne do horizontu,
vyletifragment 2 do nekonec¢nasenergii By = Ey — E; > E,. Fragment 2 tedy odnéasivice energie, nezmélo plivodni téleso! Tento
zisk energie pochazizrotace ¢erné diry. Teoreticka Uc¢innost premény klidové hmotnosti na energii pfi akreci u Kerrovy cerné diry
dosahuje az42,3 % (oproti pouhym 0,7 % u termonuklearni flze).

— 69—



ASTROFYZIKA HVEZD

11.5 Pozorovani stelarnich ¢ernych dér a gravitacni viny
Cerné diry samy nezafi, avéak jejich piitomnost detekujeme prostiednictvim jejich gravitaénich G&inkd:

1. Rentgenové tésné dvojhvézdy (napf. Cygnus X-1)

Cerna dira strhava plyn ze své obii hvézdné spoleénice. Plyn tvofi rotujici akreéni disk, kde meziplynové tieni zahfiva plazma na
teploty desitek miliont kelvinG (T ~ 107 K), coZvede k mohutné emisirentgenového zareni. Méfenim radialnich rychlostihvézdné
slozky stanovime hmotnostni funkci dvojhvézdy:

3 3, 3
Mgy sin” 4 B PK

star

(Mstar + MBH)2 B 2nG

f(M) =

Pokud f(M) > 3 M, kompaktni objekt nemUze byt neutronovou hvézdou a je nezvratné prokéazana pfitomnost Eerné diry (napf.
Cygnus X-1s Mg ~ 21 Mg).

2. Gravitacniviny (LIGO, Virgo, KAGRA)

Pritésném obéhu a splynuti dvou cernych dér dochéazi k masivnimu vyzarovani gravitacnich vin. Frekvence gravitacnich vin béhem
priblizovani (inspiral) roste podle vztahu:

) 5 W ram,\
fGW(t) - ; ( 256 (tcoal - t) ) ( el )

3/5
kde M, = % je chirp mass (cvrlikava hmotnost) systému. V okamziku splynuti na dréze ISCO dosahuje gravitacni signal

maxima a nasledné doznivani (ringdown) ovéruje teorii bezvlasatosti cernych dér (No-Hair Theorem).

11.6 Védecky Python kod: Efektivni potencial a orbity ISCO

Nasledujici skript po&ita a vizualizuje efektivni potencidl Vegr(r) pro &astice v okoli Schwarzschildovy Eerné diry a demonstruje
existencilSCO:
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import numpy as np

def schwarzschild_effective_potential(L_vals=[2.5, 3.9, 3.464, 4.9, 4.5]):

nun wnn

Vypocet efektivniho potencidlu pro castice ve Schwarzschildové geometrii.
# Bezrozmérné souradnice: r v jednotkdch M (G = c =M = 1)
r = np.linspace(2.05, 20.0, 1000)

results = {}

# Pro fotony (m = @): V_eff_photon = (L*2 / r~2) * (1 - 2/r)
V_photon = (1.0 / (r**2)) * (1.0 - 2.0 / r)

results[ 'photon'] = (r, V_photon)

# Pro hmotné castice: V_eff = -1/r + L"2/(2*r”*2) - L~2/r”"3
for L in L_vals:
V_eff = - (1.0 / r) + (L<strong>2) / (2.0 * (r</strong>2)) - (L<strong>2) / (r</strong>3)
results[L] = (r, V_eff)

return results

if __name__ == "__main__":

res = schwarzschild_effective_potential()

print("=== CHARAKTERISTIKA EFEKTIVNIHO POTENCIALU SCHWARZSCHILDOVY CERNE DIRY ===")

print(f"Horizont udalosti: rs =2.0M")

print(f"Fotonovd sféra (vrchol): r_ph = 3.0 M")

print(f"Mezni stabilni orbita: r_ISCO = 6.0 M (pri L = 2*sqrt(3) approx 3.464)")

print("-" * 65)

print(f"{'Polomér r/M':<16}{'V_eff (L=3.464)"':<22}{'V_eff (L=4.0)':<20}")

print("-" * 65)

r_grid = np.array([2.5, 3.9, 4.9, 6.0, 8.0, 12.0])

for rg in r_grid:
v_isco = - (1.0 / rg) + (12.0) / (2.0 * (rg<strong>2)) - (12.0) / (rg</strong>3)
v.4=-(1.0/rg) + (16.9) / (2.0 * (rg<strong>2)) - (16.0) / (rg</strong>3)
print(f"{rg:<16.1f}{v_isco:<22.4f}{v_4:<20.4f}")

11.7 Prakticky priklad: Slapové sily na horizontu udalosti a spaghettifikace

Zadani
Predstavme siastronauta o vy$ce h = 1,8 m a hmotnostim = 80 kg, ktery padad nohama napred k horizontu udalosti cerné diry.

1. Odvod'te vztah pro radialni slapové gravitaénizrychleni Aay;q. mezi hlavou a nohama astronauta.

2. Vypocditejte velikost slapové sily A Fi;4. v okamziku, kdy nohy astronauta doséhnou horizontu udélostir = R pro: - Stelarni
¢ernou diru o hmotnosti M1 = 10 M. - Supermasivni cernou diru v centru nasi Galaxie (Sgr A*) o hmotnosti
M, = 4,1 x 10% M,

Krok 1: Odvozeni slapové sily

Gravitacnizrychlenive vzdalenostirje g(r) = GTIZVI . Rozdil gravitacniho zrychleni mezi chodidly ve vzdalenostir a hlavou ve

vzdélenostir + hpro h < rziskdme derivaci:

d 2GM
s = |- 2

3

h
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Odpovidajici natahujicislapova sila je:

2G Mmh

AFj0e = m Aagige = 3

Krok 2: Slapova sila na horizontu udalosti(r = R, = 2GM/c2)

Dosadime Schwarzschildiv polomér R:

_ 2GMmh _ 2GMmh mhcb
B (26a)° o EME 4G

CZ

A-Ftide (Rs)

® DULEZITE

Obracena zavislost slapovych sil na hmotnosti Slapova sila na horizontu udalostije nepfimo tmérna étverci hmotnosti cerné diry (
AFge o< M~2) Cimje &erna dira hmotndjéi, tim jsou jeji slapové sily na horizontu mensi!

Predfaktor:

mhe® 80 x 1,8 x (2,998 x 10%)6 144 x (7,268 x 10°°) 1,047 x 10 - )
2 = =T = o 20 %5,875 x 10 ng
4G 4 x (6,674 x 1011)2 4x (4,454 x 107%) 1,782 x 10

Krok 3: Vypocet pro stelarni éernou diru (M; = 10 Mg =~ 1,989 x 103! kg)

72 72
AF,y. — 5,875 x 10 _ 5,875 x 10 ~1.49 x 10° N
(1,989 x 103%)2 3,956 x 1052

Slapové zrychlenije Aa ~ 1,8 x 108 m/s2 ~ 18 milioni ¢!

Krok 4: Vypoé&et pro supermasivni éernou diru Sgr A* (Ms = 4,1 x 10% M ~ 8,15 x 1036 kg)

5,875 x 10 5,875 x 10"

AFige = _
e T 8,15 x 10%)2 6,642 x 107

~ 0,088N

Slapové zrychleni &inipouhych Aa = 0,001 m/s2 ~1074g

Vysledek ainterpretace

U steldrni cerné diry (10 M) dosahuje slapova sila na horizontu hodnoty téméf patnacti miliard newtont (ekvivalent zatéze 1,5
milionu tun). Astronaut by byl brutalné roztrhan a natazen do tenkého proudu ¢astic (jev spaghettifikace) jesté davno predtim, nez
by dosahl horizontu udalosti. Naproti tomu u supermasivni cerné diry (4,1 x 108 M) je slapova sila na horizontu naprosto
zanedbatelnd (pouhych 0,09 N, méné nez tiha tabulky Cokolady). Astronaut by prekrodil horizont udalosti, aniz by na svém téle
pocitiljakykoliv mechanicky diskomfort.
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Cast V: Pilohy a védecky aparat

@ zAJIMAVOST

Tematicky prehled Casti V Zavéreéna &ast monografie poskytuje &tenafi matematicky, vypo&etni a prakticky referenéni aparat nezoytny
pro samostatnou védeckou praciv moderni stelarni astrofyzice.

Prehled dodatku

V této Castinalezne student i vyzkumny pracovnik rigorézni matematicka odvozenikli¢ovych analytickych modeld, programatorsky
manual pro analyzu numerickych modell v Pythonu, rozsahlou sbirku pIiné fesenych pocetnich Uloh a uceleny encyklopedicky
glosar:

Dodatek A: OdvozeniLane-Emdenovy rovnice a Chandrasekharovy meze Kompletnikrok-za-krokem odvozenilLane-
Emdenovy diferencidlnirovnice z gravitacni Poissonovy rovnice a polytropniho stavového zakona. Analyticka feseni pro indexy
n = 0,1, 5. Numerické vlastnostipron = 1,5an = 3. Rigordzni analytické odvozeni Chandrasekharovy mezni hmotnostibez
polytropnich ziednoduseni.

Dodatek B: Python bali¢ky pro hvézdné modely MESA Prakticky privodce praci's modernim astro-kédem MESA (Modules
for Experiments in Stellar Astrophysics). Prace s Python knihovnami ‘mesa-reader’, zpracovani ¢asovych evolucnich fad
(‘history.data’) a vnitinich profilli hustoty, teploty a chemického slozeni (‘profile*.data’). Kompletni funkéni skripty pro
vizualizaci HR drah a profild horenijader.

Dodatek C: Sbirka 15 feSenych vypocetnich tGloh Patnact podrobné komentovanych a krok za krokem vyfesenych
vysokoskolskych pocetnich prikladl pokryvajicich celé spektrum stelarni fyziky: od hydrostatického odhadu centrélnich
parametrl hvézd po detekci gravitacnich vin ze splynutibinarnich cernych dér.

Dodatek D: Encyklopedicky glosar astrofyziky hvézd Vice nez 60 hesel fazenych abecedné od A do Z s piesnymi fyzikalnimi
definicemi, matematickymivzorcia anglickymi ekvivalenty.
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Dodatek A: OdvozeniLane-Emdenovyrovnicea
Chandrasekharovy meze

® zAJiIMAVOST

Teoreticky Givod Polytropni aproximace predstavuje jeden z nejelegantnéjsich analytickych nastrojl teoretické astrofyziky. Umoziiuje
prevést nelinearni soustavu ¢tyf rovnic hvézdné stavby na jedinou obyc¢ejnou diferencialni rovnici druhého fadu pro prostorové rozlozeni
hustoty.

A.10dvozeniLane-Emdenovy rovnice

Vychéazime zrovnice hydrostatické rovnovahy ve sférické symetrii:

1dP  GM(r) dd

p dr 72 dr

kde <I>(r)je Newton(v gravitacni potencial splnujici Poissonovu rovnici:

1 d d®
Ve = - — (ﬂ—) = 4nGp

r2 dr dr
Dosazenim z hydrostatické rovnovahy za % = f%% ziskdme spojenou rovnici mechanické rovnovahy:
1 d /r®dP
——|——— ) =—4nG
r2 dr ( p dr > TP

Predpokladejme polytropni stavovou rovnici:
P= Kpl+%

kde n je polytropniindex. Derivace tlaku podle poloméruje:

dr n dr dr

Vydélenim hustotou p:

1 dP 1.,dp d
—— = NKp» 122 — NEK — (pt/7
gy~ (DRI = () = (o)

Zavedeme bezrozmérnou proménnou 6 a centrainihustotu p, vztahem:
p(r) = pcd"(r)

Pak p!/" = p/"0, atedy:

1dP 1/n d0
—— = )Kp.' —
p dr (n+1DKp dr
Dosadime tento vyraz do spojené rovnice:
1 d 2 l/n d9
—— H)Kp, — | = —4nGp 0"
r2 dr (T (n+ DEp dr e

Vytkneme konstanty na levou stranu:

(n+DKpi ' 1 d (Ld8\
4rG r2 dr dr
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Definujeme charakteristické méfitko polomérur,,:

1

o \/(n+1>KpE
" 4rG

azavedeme bezrozmérnou radidlniproménnou & = r/r,. Dostadvame kanonicky tvar Lane-Emdenovy rovnice:

1 d 9 B
e dc*(f d£> -0

Rozepsanim derivace soucinu:

Pogate¢ni podminky ve stiedu (€ = 0) plynouz pozadavku kone&né hustoty p(0) = p. a symetrie v po&atku:

8(0) = 1, <%§>€0:0

A.2 Analytickaresenipron=0,1a5

Pro libovolny index n vyzaduje rovnice numerickou integraci. Pouze pro tfi hodnoty indexu existuji exaktni analyticka feseni v
uzavieném tvaru:

1. Pfipad n = O (nestlacitelna homogennikoule, p = konst = p.)

1d (,d0)\
?75(5 d—g)* !

Rovnice matvar:

Prvniintegrace davag2 T = —— + C1.Zpodminky vnuleje Cy = 0, tedy % T = —%.Druhéintegrace dava:
€2
0 =1— =
©=1-%

Prvninula nastava v bodé:
w&)=o=¢g¢=¢6zzu%
Derivace napovrchu: 0/ (£;) = f@ — —£20'(&1) =65 = 2v6 ~ 4,899.

2.Pripadn=1

Rovnice matvar:

2o 2 a
g2 ¢ d¢

Substituci x(€) = £€0(€) pejde rovnice na harmonicky oscilator:

+0=0

d2x

X +x=0 = x(§ = Asin¢ + Beost
Zpodminky kone&nosti#(0) = 1plyne B = 0a A = 1. Analytické fedenije:

sin &

08 = —

Prvninula nastava presnév:
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€ =7~ 3,1416

Derivace napovrchu: @' (m) = —1/7 = —£20'(¢;) = .

3. Pfipad n = 5 (Schusterovo-Plummerovo reseni)

Rovnice méa analytické fesenti:

8(¢) = (1 + %) o

Toto feSeni nema zadny konecny nulovy bod: £ — co. Model méa sice nekonelny polomér, aviak jeho celkovd hmotnost
konverguje ke kone&né hodnoté —£26'(&1) = V'3 & 1,732. Pouzivé se jako model kulovych hvézdokup (Plummer{iv potencial).

A.3Numerickaresenipron=1,5an=3

Pron € (0,5) kromén = 0, 1 integrujeme rovnici od nuly Taylorovym rozvojem:

2 n 4 n(8n—25)

96 =1 — > 4 = g T T by (g8
© 6 - 120£ 15120 £+0E)
* Polytropan = 1,5 (pIn& konvektivni hvézdy, nerelativisticky degenerovany plyn): * &; ~ 3,65375* —£30'(¢;) ~ 2,71406 *
AIni L Pe ¢ _3,65375%
Centréinikoncentrace hustoty: % = 3[_9,1(51)] = 33571006 ~ 5,9907

* Polytropan = 3 (Eddington(v standardnimodel, ultrarelativisticka degenerace): *£1 ~ 6,89685 * —£2¢/(&1) ~ 2,01824*
Centrélnikoncentrace hustoty: % ~ 54,1825

A.4 Rigorézni odvozeni Chandrasekharovy meze

Uvazujme ultrarelativisticky plyn elektron(. Jak jsme odvodiliv Kapitole 9, stavova rovnice ma tvar:
P 4/3
P =K, <—> = Kjp'®
He
kde:
, (37%)3hc
T A(pem)
To odpovida pfesné polytropé sindexemn = 3 (y = 4/3).
Celkova hmotnost polytropy je danavztahem:

&

R
M:/ 4rr?p(r) dr = 47rr;3pc/ 20 de
0 0

ZLane-Emdenovy rovnice plati 26" = *dig( 2g—g),protojeintegrél roven:
& da &
[ erae=|-e %] g
0 d§ 0

Celkova hmotnost je tedy:

M = 471'7“2&[*5%9,(51)]

Dosadime za méfitko r, pron = 3:



ASTROFYZIKA HVEZD OD PROTOHVEZD PO CERNE DiRY
—2/3
oy A8 KL g
3 4G G ¢

s (K5)
n=\we) *

Umocnime na treti:

Dosadime rg do vyrazu pro hmotnost:
K! 3/2 -
M= |:<7T_é> P, ! pC[_fﬁel(fl)]

Vs§imnéte sinaprosto zasadniho jevu: centralni hustota p. se exaktné zkrati!

ve () g

Dosadime fundamentaini mikroskopicky vyrazza K3:

P (372)3he 3/2_ V3n2 (he)®? w3 (hc)®?
2\ Apema)*? 8 (mema)? 8 (pema)?

Dosazenim do vzorce pro hmotnost:

4 ™3 (ke \*? 1 .
Mo = ——— <5> W[—§19 (€1)ln=s
3 e\
s = Yo (l)

ll*ernu)2

L 2 _ . .
Kombinace fundamentalnich konstant (%)1/ = Mplanck ~ 2,176 x 10 8 kg je Planckova hmotnost. Chandrasekharova mezje
tedy pfimo umérna krychli Planckovy hmotnosti:

3 Mg
Man = g[ﬁe'(sl)]nzﬁ

Dosadime numerickou hodnotu [—£26/(&;)],,—3 ~ 2,01824:

ST x 2,01824 = w x 2,01824 =~ 3,0977

Ciselny vypodet pro p, = 2 (uhliko-kyslikovy bily trpaslik):

(2,1764 x 10 ®kg)® 30077 » 10310 1072
=3, X —————————
[2 % (1,6605 x 10~ kg)]2 1,1029 x 10~

Mon = 3,0977 x ~ 2,896 x 10* kg

Pfepoé&teno nahmotnost Slunce (Mg = 1,989 x 103 kg):

2,896 x 10%

~ m M@ ~ 1,456M@

Ch

Presny vypocet s Uplnou Fermiho-Diracovou integracibez ultrarelativistického ofiznuti dava kanonickou hodnotu:
MCh ~ 1,44 M@

Tim je analytické odvozeni Chandrasekharovy meze kompletni a rigorézné dokazané.
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Dodatek B: Python balicky a nastroje pro hvézdné modely
MESA

® zAJiIMAVOST

Prakticky Uvod do vypocetni astrofyziky Modernivyzkum hvézdné struktury a evoluce se neobejde bez numerickych simulaci. Zlatym
standardem v oboru je otevieny open-source kéd MESA (Modules for Experiments in Stellar Astrophysics) vyvijeny mezinarodnim
konsorciem pod vedenim Billa Paxtona od roku 2011. Tento dodatek slouzi jako programatorsky manuél pro analyzu vystupnich dat MESA
vjazyce Python.

B.1Architektura kédu MESA

MESA je napséna v modernim paralelizovaném Fortranu (OpenMP) a fesi pIné provazanou soustavu 1D hydrodynamickych rovnic
hvézdné stavby se simultannim fesenim stovek fuznich reakci, difize prvkd, konvektivniho promichavani a ztraty hmoty vétrem.

Pfi simulaci hvézdy generuje MESA dva zékladni typy vystupnich soubort v textovém formatu:

1. ‘history.data': Casové fada globalnich parametrii hvézdy pro kazdy Sasovy krok (vék, L, Tegr, R, centraini hustota p,, centraini
teplota T, hmotnosti konvektivnich zon, centralnizastoupeni X ., Y., Z,.). Slouzik vykreslovanievolu¢nich drah v HR diagramu.

2. ‘profile*.data’: Detailniradialni profil hvézdy vjednom konkrétnim casovém kroku (napf. na ZAMS, na vrcholu vétve obrd, pfi
zapdleni heliového zéblesku). Obsahuje stovky vrstev od stfedu k povrchu se sloupcijako 7, M, p, P, T', €nuc, K, konvektivni
rychlosti ahmotnostnizlomky desitek izotopt (*H,* He,'2 C,1* N,16 O, . . ).

B.2 Knihovna ‘mesa-reader’ pro Python

Prorychlé a pamétoveé efektivninacitania analyzu dat MESA v ekosystému Pythonu (NumPy, SciPy, Matplotlib) slouZi specializovana
knihovna ‘'mesa-reader’ (vyvinutd Billem Wolfem).

Instalace:

pip install mesa-reader

Zakladni pouziti v Pythonu:

import mesa_reader as mr

<hl>Nacteni historie evolucniho béhu</h1>
h = mr.MesaData('LOGS/history.data")

<h1>Zobrazeni dostupnych sloupcti</hl>
print(h.bulk_names)

<h1>Pristup k datlm jako k NumPy polim</h1>

star_age = h.data('star_age') # Vék v letech

log L = h.data('log L") # loglo(L / L_sun)

log Teff = h.data('log Teff') # loglo(T_eff / K)

center_hl = h.data('center_hl") # Centrdlni hmotnostni zlomek vodiku

center_he4 = h.data('center_he4") # Centrdlni hmotnostni zlomek helia

—78 —
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B.3 Analyza vnitrniho profilu hvézdy
Chceme-li prozkoumat strukturu hvézdy v konkrétnim okamziku (napt. sluneéni model ve véku 4,57 x 107 let):

import mesa_reader as mr

<h1>Nacteni indexu profill</h1>
log _dir = mr.MesalLogDir('LOGS")
profile_index = log_dir.profile_data(profile_number=15)

<h1>Alternativné primé nacteni profilu</h1>
p = mr.MesaData('LOGS/profilel5.data")

<h1>Nacteni radidlnich profild</h1>

mass = p.data('mass"') Hmotnostni souradnice M_r / M_sun
radius = p.data('radius"') Polomér r / R_sun

temperature = p.data('temperature’) Teplota T v kelvinech

rho = 10.0**(p.data('logRho')) Hustota v g/cm”3

eps_nuc = p.data('eps_nuc') Jaderna produkce energie v erg/g/s
eps_pp = p.data('pp') Produkce energie v pp-retézci

eps_cno = p.data('cno') Produkce energie v CNO cyklu

B.4 Kompletni funkéni skript: Analyza evoluce a profilu Slunce

Nésledujici pIné funkcni skript generuje synteticka data odpovidajici modelu 1 Mg hvézdy z MESA, provéadijejich analyzu, vykresluje
HR diagram evolucnidrahy a analyzuje radialni profil produkce energie a chemického slozeni:
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Analyticky a vizualizaéni skript pro evolucni data hvézdnych modeld MESA
Autor: David Péknik | AstroHub.cz

import numpy as np

def generate_synthetic_mesa_history():
"""Generuje realistickou evolu¢ni drahu 1 M_sun hvézdy od ZAMS po cerveného obra."""
# Vék od ZAMS (@) po konec RGB (12.5 miliard let)

age_gyr = np.linspace(0.0, 12.5, 500)

# 1. Hlavni posloupnost (@ - 10 Gyr): pomaly rlst zarivosti a mirné ochlazovani
log L = np.zeros_like(age_gyr)
log_Teff = np.zeros_like(age_gyr)

center_hl = np.zeros_like(age_gyr)

mask_ms = age_gyr <= 10.0
t_ms = age_gyr[mask_ms]
log_L[mask_ms] = -0.15 + ©.35 * (t_ms / 10.0)
log Teff[mask_ms] = 3.765 - 0.015 * (t_ms / 10.0)
center_hl[mask_ms] = ©.70 * (1.0 - t_ms / 10.0)

. Subgiant a Red Giant Branch (1@ - 12.5 Gyr)

mask_rgb = age gyr > 10.0

t_rgb = age_gyr[mask_rgb] - 10.0

log L[mask_rgb] = ©0.20 + 2.5 * (t_rgb / 2.5)**1.5
log_Teff[mask_rgb] = 3.75 - ©.20 * (t_rgb / 2.5)**0.5
center_hl[mask_rgb] = 0.0

return {
‘star_age': age_gyr * 1le9,
‘log L': log_L,
‘log_Teff': log_Teff,
‘center_hl': center_hl

def generate_synthetic_sun_profile():
"""Generuje vnitrni radidalni profil soucasného Slunce (vék 4.6 Gyr)."""
# Radidlni sit od stredu k povrchu (r / R_sun)

r_norm = np.linspace(0.001, 1.9, 300)

# Teplotni profil (T_c approx 1.57e7 K klesa k fotosfére 5778 K)
T = 1.57e7 * np.exp(-r_norm / 0.28) + 5778.0

# Hustotni profil (rho_c approx 150 g/cm”3)
rho = 152.0 * np.exp(-r_norm / ©.10) + le-6

# Hmotnostni zlomek vodiku (v jadre klesl z ©.74 na ©.35 fuzi)
X = 0.35 + 0.39 * (1.0 - np.exp(-(r_norm / 0.22)**2))
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# Specificka produkce energie pp-retézce (erg/g/s): soustredéna v r < 0.25 R_sun
eps_pp = 17.5 * np.exp(-(r_norm / 0.12)**2)

return {
‘r_norm': r_norm,
'T_kelvin': T,
‘rho_cgs': rho,
'X_hi': X,
‘eps_pp': eps_pp

def print_mesa_analysis_report():

VypiSe strukturovanou analyzu simulace hvézdného modelu.
hist = generate_synthetic_mesa_history()
prof = generate_synthetic_sun_profile()

print("
print("
print("
print(f"Pocet casovych krok( v historii: {len(hist['star_age'])}")
print(f"zZAMS: Vék = ©, log(L/L_sun) = <{hist['log_L'][@]:.3f}, log(T_eff) {hist['log_Teff"']
:.4F}")

idx_sun = np.argmin(np.abs(hist['star_age'] - 4.6€9))
print(f"Soucasné Slunce (4.6 Gyr):")
print(f" log(L/L_sun) = {hist['log L'][idx_sun]:.4f} (L = {10**hist['log_ L'][idx_sun]:.3f}
L_sun)")
print(f" T_eff = {10**hist['log_Teff'][idx_sun]:.1f} K")
print(f" Centrdlni H-1 {hist['center_h1'][idx_sun]:.3f}")

print("\n

print(" Radidlni profil soucasného Slunce (vnitrni stavba):")
print(f"{'r / R_sun':<12}{'T [K]':<14}{'rho [g/cm”3]"':<16}{ 'X(H-1)"':<12}{ 'eps_pp [erg/g/s]'}")
print("
sample_indices = [0, 30, 75, 150, 225, 299]
for idx in sample_indices:

r = prof['r_norm'][idx]

= prof['T_kelvin'][idx]

rho_cgs'][idx]

= prof['X_h1'][idx]
= prof['eps_pp"'][idx]
print(f"{r:<12.3f}{t:<14.2e}{d:<16.3f}{x:<12.3f}{e:<12.2e}")
print("

t [
d = prof[
X [
e

if _ _name__ __main__":

print_mesa_analysis_report()

Tento skript demonstruje, jak Ize jednoduse napojit vysledky numerickych simulaci na analyticky aparat a vizualizovat klicové
astrofyzikalni zavislosti.
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Dodatek C: Sbirka 15 reSenych vypocetnich Uloh z fyziky
hvezd

® zAJiIMAVOST

Metodicky uvod Tato sbirka obsahuje patnact kompletné vyfesenych vypocetnich Uloh pokryvajicich vsechny klicové oblasti stelarni
astrofyziky. Kazda Uloha obsahuje formalnizadani, prehled zadanych konstant, podrobny matematicky postup krok za krokem a fyzikalni
interpretacivysledku.

Uloha 1: Centralni tlak v linearnim modelu hustoty hvézdy

Zadani: Pfedpokladejme zjednoduseny sféricky symetricky model hvézdy o hmotnosti M a poloméru R, vnémz hustota klesa
linearné od stfedu k povrchu: p(r) = p.(1 — r/R).

1. Vyjadrete centréinihustotu p. pomoci celkové hmotnosti M a poloméru R.
2. Analyticky integrujte rovnici hydrostatické rovnovahy a odvod'te vzorec pro centrélnitlak P..
3. Spoététe hodnotu P, pro parametry Slunce (Mg = 1,989 x 10%° kg, Ro = 6,963 x 108 m).

Reseni: Krok 1: Celkova hmotnost je danaintegralem:

R R 3 3 3
R R R
M= / 4rr?p(r) dr = 47rpc/ (r* —r*/R) dr = 4dmp. | — — — | = dmp.— = IpcR3
0 0 3 4 12 3
Odtud:
M
b= ms

Krok 2:Hmotnost M (r) uvniti poloméru r:

Rovnice hydrostatické rovnovahy:

dP GM(r)p(r) ofT T Ty o (7T Tr? r3
o Gk (5o qg) () -t (3R o

Integraciodr do R s okrajovou podminkou P(R) = 0:

R 2 3

Tr T 1 7 1 5 5

P, = 4nG 2/ (1 - + —)dr = 4nGp’R? (— - —) = 4nGp’R> <—> = 2GR
Pe |0 \3~ 12rR " aR? P

Dosazenimza p, = 3M /(nR3):

2 2
P - 5t o, (9M R_ 0 GM
36 T2 RS 47 R4
Krok 3: Ciselny vypocet pro Slunce:
5 (6,674 x 10711 1,989 x 10%0)2 2,640 x 10°0
Pc:—( “ ) x( 5 “ ) %0,3979><7><35%4,47><1014Paz4,4><109atm
dr (6,963 x 10%)4 2,351 x 10

Zavér: Linedrnimodel dava radoveé spravny, i kdyz podhodnoceny centralnitlak (skutecny centralnitlak Slunce z detailnich model(
&ini2,3 x 10 Pakvili strm&jsi centralni koncentraci hmoty).
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Uloha 2: Doba Zivota hvézdy na hlavni posloupnosti v zavislosti na hmotnosti

Zadani: Odvod'te zavislost doby Zivota hvézdy na hlavni posloupnosti tygs najeji pocateénihmotnosti M, plati-li empiricky vztah
hmotnost-zafivost L oc M 3. Uréete dobu zivota hvézdy o hmotnosti 0,5 M, 2 Mg, a 20 M, je-lidobazivota Slunce

tmso &~ 1010 let. ReSeni: Zasoba jaderného paliva je iUmérna hmotnosti jadra, tedy celkové hmotnosti hvézdy (Eye o< M).
Rychlost spotfeby paliva je dana zafivym vykonem L:

Eq, M
tMms ~ zel = M2P

M35

Normalizovdno na slune¢nihodnoty:

—-2,5
tus(M) ~ 10" (ﬁ) let
©

e ProM = 0,5 My tys = 101° x (0,5)72% ~ 10'° x 5,66 ~ 5,7 x 1010 let (57 miliard let, déle nez soucasny v&k vesmiru).
o ProM =2 Mg tus = 100 x (2) 725 ~ 101 x 0,177 ~ 1,8 x 10° let (1,8 miliardy let).

o ProM =20 My:tys = 1010 x (20)72’5 ~ 101 x 5,59 x 107* ~ 5,6 x 10° let (pouhych 5,6 milionu let). Zavér: Doba
Zivota hvézd klesa extrémné strmé s hmotnosti; masivni hvézdy zanikajiz astronomického hlediska témér okamzité.

Uloha 3: Tok solarnich neutrin dopadajicich na Zemi

Zadani: Za predpokladu, Ze celd zéfivost Slunce Lo = 3,828 X 10%6 W je generovana pp-Ifetézcem (dp — *He + 2et + 2u,),
pfinémzse uvolniQ = 26,73 MeV = 4,282 x 102 J energie a vzniknou 2 elektronova neutrina, vypoditejte:

1. Pocet neutrin vyprodukovanych v nitru Slunce za jednu sekundu.

2. Hustotu toku slune&nich neutrin ®,, dopadajicich na Zemi (ve vzdalenostid = 1 AU = 1,496 x 10! m).

Reseni: Krok 1:Podet reakciza sekunduje:

3,828 x 102 J
o = Ié)_G = Ww’lz/j ~ 8,94 x 10" reakci/s
5 X

R
JelikoZ pfikazdé reakcivzniknou dvé neutrina, celkovy poc¢et emitovanych neutrin za sekundu je:
N, =2x Ry, = 1,79 x 10%8 /s

Krok 2: Tok neutrin na obézné draze Zemé:

N, 179%10%st 1,79 x 10%
dnd? 47 x (1,496 x 101 m)2 2,812 x 10%

o, ~6,36 x 104m2s ! ~6,4x10%cm2s7!

Zaveér: Kazdym ctverecnim centimetrem zemského povrchu (i nasim télem) prochazi kazdou sekundu priblizné 64 miliard
slunecnich neutrin.

Uloha 4: Teplotni exponent CNO cyklu

Zadani: Priteploté T} = 2,0 x 107 K je produkce energie CNO cyklue; = 1,20 x 1072 W /kg. Pfiteploté Tp = 2,1 x 10" K
vzrostenaey = 2,56 x 1072 W /kg pii konstantni hustoté&. Uréete efektivni exponent teplotni citlivosti vcno v mocninném vztahu
€ o< T . Re&eni: Ze vztahu ea/e1 = (T2 /Th1)" logaritmovanim:

L In(ey/€1)
111(T2/T1)

Pomér produkcienergie: €3/€; = 2,56/1,20 ~ 2,133. Pomérteplot: Ty /Ty = 2,1/2,0 = 1,050. Dosazenim:

In(2,133)  0,7577
v = =
In(1,050)  0,04879

~ 15,5
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Zavér: Exponent teplotnicitlivosti CNO cykluje v & 16 — 17. PfizvySeniteploty o pouhych 5 % vzroste produkce energie vice nez
dvojnasobné.

Uloha 5: Schwarzschildovo kritérium v obélce veleobra

Zadani: V atmosféfe Cerveného veleobra je tlak P = 100 Pa, teplota T = 3000 K, zfivost L = 5 x 10* L, hmotnost uvnitf
poloméru M = 12 M aRosselandova opacitakr = 0,8 m? /kg. Zjistéte, zda je tato vrstva konvektivné stabilni i nestabilni
podle Schwarzschildovakritéria (Viaq > Vaa = 0,4). Reeni: Vzorec pro radiaéni gradient:

3krPL

Vg = —n B
2 T Y 6racGMTA

Ciselné hodnoty v Sl:
e a="7566x10"0Jm 3K
e c=2,998 x 10%m/s
e G=06,674x10 1 mikgts2
o M =12 x (1,989 x 10%) ~ 2,387 x 103 kg
o L =5x10"x (3,828 x 10%) ~ 1,914 x 10* W
o T*=(3000)* = 8,1 x 108 K*

Citatel:
3 x 0,8 x 100 x (1,914 x 10%!) = 4,594 x 10
Jmenovatel:
167 x (7,566 x 107'%) x (2,998 x 10%) x (6,674 x 10~™) x (2,387 x 10) x (8,1 x 10%)
= 50,27 x 7,566 x 1071% x 2,998 x 10° x 6,674 x 10! x 2,387 x 10°! x 8,1 x 10'® ~ 1,473 x 10%?
Podil:
4,594 x 103
Viad = % ~ 31,2

Zaveér: Jelikoz V,q ~ 31,2 > V4 = 0,4, vrstvaje extrémné konvektivné nestabilni. V obélce cerveného veleobra viddne boufliva
konvekce s obfimi konvektivnimi burikami.

Uloha 6: Teplota fotosféry z okrajového ztemnéni

Zadani: V $edé atmosféfe je teplotni profil dan Eddingtonovou aproximaci T*(1) = 3T.5,(T + 2/3). Uréete pomér teploty na
povrchu hvézdy T'(T = 0) k efektivniteploté T a vypoditejte povrchovou teplotu Slunce, je-li Ter o = 5 778 K. Reseni: Pro
7=0:

3 2 3 2 1
4 4 4 4
7(0)" = ZTeff <0+ §> =1 gTeff = ETeff
Odtud:

TO) (1N o

— = = = 27" ~0,8409

Tets <2>
Pro Slunce:

T(0) = 0,8409 x 5778 K ~ 4859K

Zavér: Samotny povrch hvézdy (T = 0) je znatelné chladnéjsi (o témér 1 000 K) nez efektivniteplota fotosféry.

—84—
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Uloha 7: Sahova ionizace helia ve hvézdé B2

Zadani: Ve fotosfére horké hvézdy spektralnitiidy B2 je teplotaT = 20 000 K a tlak elektrond P, = 20 Pa. lonizaénienergie z
neutralniho helia He? do jednouionizovaného He ™ je xo = 24,587 eV. Stavové sumy jsou Uy = 1al; = 2. Vypoditejte pomér
ionizovaného helia k neutralnimu N (He ) /N (He"). Re$eni: Termaini energie:

kpT = (8,617 x 10 °eV/K) x 20000K ~ 1,723 eV

Exponencialni Boltzmann(v faktor:

24,587
exp (VQCTOT) = exp <_ : ’7523 ) = exp(—14,27) ~ 6,35 x 107

Tepelna vinovéa délka elektronu pfi 20 000 K:

( 2mm kT

3/2
5 ) = [2%/% x 2,415 x 10%"] ~ 6,83 x 10>’ m®

Dosadime do Sahovy rovnice:

N(He') _ 2kBTﬂ<27rmekBT)3/2 o <_ Xo )
N(He") P, U h? kgT
N(He")  2x (1,381 x 107* x 20000) 2

- x = x (6,83 x 10%7) x (6,35 x 107
N (H) 20 T < ( ) x( )

= (2,762 x 107%°) x 2 x (4,337 x 10%') ~ 239,6

Zavér: Pomér ini pfiblizné 240 : 1. Helium je ve fotosféfe hvézdy B2 zvice nez 99,6 % ionizovano na He ™, coz vysvétluje
pfitomnost silnych absorpénich ¢ar neutralniho i ionizovaného helia ve spektrech tfidy B.

Uloha 8: Dopplerova itka a mikroturbulence

Zadani: V atmosfére Slunce (T' = 5 778 K) pozorujeme absorpéni &aru zeleza * Fe na vinové délce Ay = 5000 A. Mikroturbulentni
rychlostje vy, = 1,2km/s. Hmotnost atomu Zelezajje mp, = 56 x 1,661 x 10" ¥ kg ~ 9,30 x 1020 kg. Vypogitejte
celkovou Dopplerovu §itku &ary A p v angstrémech. Reseni: Tepelna rychlost atomu zeleza:

2kpT 2 x (1,381 x 1072%) x 5778 1,596 x 1019 s
Vip = - > = = =1/ 1,716 x 10° ~ 1310m/s ~ 1,31 km/s
mp. 9,30 x 10726 9,30 x 10726

Efektivnirychlost véetné mikroturbulence:

Veff = \/vfh + vfmb = \/(1,31)2 + (1,20)2 = \/1,716 + 1,440 = \/3,156 ~ 1,776 km/s
Dopplerova Sitka vinové délky:

. 1,776 x 103
Vell _ g 000 4 x 770 % 10°m/s

2 77 £ 5000 x 5,925 x 107° ~ 0,0296 A ~ 29,6 mA
c 2,998 x 108 m/s

Ap = Ao

Zavér: Dopplerovské jadro Cary zeleza ma polositku necelych 30 milidngstrémd, pricemz mikroturbulence se narozsifeni podili
témér stejnou mérou jako Cisty tepelny pohyb.

Uloha 9: Jeansova kriticka hmotnost Bokovy globule

Zadani: Kompaktni temna Bokova globule mé teplotu T’ = 8 K, polomér R = 0,1 pc ~ 3,086 x 10*° m a celkovou hmotnost
M = 10 M. Stfednimolekulova hmotnostje p = 2,3. Rozhodnéte na zdkladé Jeansova kritéria, zda je tato globule gravitacné
stabilni, nebo zda v niza&ina kolaps. Re$eni: Izotermalni rychlost zvuku:
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kgT 1,381 x 1072) x 8 1,105 x 10722
Co = 4| 22— = ( ) — = 5 ~ V28927 ~ 170m/s
Py 2,3 x (1,661 x 10727) 3,820 x 10~
Hustota globule:
M 10 x (1,989 x 10% 1,989 x 103
p= - (1, ) _ L ~ 1,617 x 10 kg/m?

$7R3 2w x (3,086 x 10%)3 1,230 x 10

Jeansova hmotnost:
w2l

M;=— G2l

¢ = (170)® ~ 4,913 x 10°m?/s?

p'/? =1/1,617 x 1076 ~ 1,272 x 10 S kg2 m %/

G*? ~ 5452 x 10 O m*® kg 1553

4,913 x 108 4,913 x 10°
M, = 2,915 x 1?63 x 10 = 2,915 L?M ~ 2,06 x 103 kg ~ 1,04 M,
(5,452 x 10 19) x (1,272 x 10~ %) 6,935 x 10

Zavér: Skutec¢na hmotnost globule (10 M) je témér desetkrat vétsinez Jeansova hmotnost (M ; ~ 1 M). Globule je vysoce
gravitacné nestabilni a hrouti se za vzniku mladé hvézdokupy nebo vicenasobného hvézdného systému.

Uloha 10: Pulza&ni perioda a stfedni hustota cefeidy
Zadani: Klasicka cefeida pulzuje s periodou P = 10,0 dni. Jeji pulzacnikonstanta je Q = 0,035 dne.
1. Vypocitejte stfedni hustotu cefeidy pv poméru ke slune¢nihustoté p,, = 1410 kg/m?’.

2. Je-lijejihmotnost M = 6 M, urCete jeji stfednipolomér Rvnéasobcich R,.

ReSeni: Krok 1:Z Ritterova vztahu P\/ﬁ/ﬁ@ =Q:

= —— =0,0035
10,0

Q _ 0,035
P

8‘ |b|

Umocnénim na druhou:

= (0,0035)% = 1,225 x 107°

E' |7::|

Stiednihustotaje: p ~ 1,225 x 10° x 1410kg/m?® ~ 0,0173 kg/m? (vice nez 70-krat fidsi nez vzduch na Zemil). Krok 2:Z
definice stfednihustoty p/po = (M/My)/(R/Ry)*:

3
M/M,
<_R ) _ MM _ 6 ~ 4,898 x 10°
Ro p/po 1,225 x 10°°

R/R, = (4,898 x 10°)'/3 ~ 78,8

Zavér: Cefeida s periodou 10 dnije nafouknuty Zluty veleobr o poloméru témér 80 polomérd Slunce s extrémné nizkou prdmérnou
hustotou obdlky.

Uloha 11: Ztrata hmoty veleobra eta Carinae

Zadani: Extrémné svitivd modra proménnan Carinae ma zéfivost L ~ 5 X 108 L aterminélnirychlost hvézdného vétru
Vs = 500km/s. Pfedpokladejme, Ze vitr je pohanén radiacnim tlakem na hranici jednoho rozptylu (tzv. fotonova hybnostni limita:
Mvoo ~ L/c). Vypoéitejte teoretickou rychlost ztraty hmoty Mv M, /rok. Reseni: Zrovnostitoku hybnostivétru a zafent:
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g
CVso
Ciselné dosazeniv SI:
o L=75x10°x (3,828 x 102 W) = 1,914 x 103 W
e c=2,998 x 10°m/s
e vy =5,0x10°m/s
1,914 x 1033 1,914 x 10%

~ 1,277 x 10¥ kg /s

(2,998 x 10%) x (5,0 x 10°) 1,499 x 10™
Piepocetna Mg zarok (1 Mg ~ 1,989 x 10%° kg, 1rok ~ 3,156 x 107 s):

1,277 x 10" x (3,156 x 107) 4,030 x 10%

M ~
1,989 x 10%° 1,989 x 10%

~ 2,03 x 10~* M, /rok

Zavér: Hvézda ztraci hvézdnym vétrem vice nez dvé desetitisiciny hmotnosti Slunce kazdy rok (pfi historickych erupcich v19.
stoleti dosahovala ztrata hmoty az 0,1 M, /rok).

Uloha 12: Fermiho degeneraéni tlak bilého trpaslika
Zadani: V centru masivniho bilého trpaslika je hustota p = 10° kg/rn3 =108 g/cm3 achemické slozenije &isty uhlik 12C (e = 2).
Vypocitejte:

1. Ciselnou hustotu elektrondi n,.

2. Nerelativisticky Fermiho degeneracénitlak P,.

3. Srovnejte tento tlak s tlakem idediniho plynu pfi centrélniteploté T' = 10" K.
Reseni: Krok 1:Hustota elektrondi:

p 10°
Ne =

= = 5o ~ 3,01 x 10% m 3
HeMy 2% (1,661 x 107°7)

Krok 2:Degenerachnitlak (nerelativisticky):

(37T2)2/3h2 n5/3

€

Paeg = 5m

Predfaktor:

(3n2)%3R?  (29,609)%/3 x (1,055 x 107*)2 9,567 x 1,113 x 10 %

- ~ 2,337 x 1078 J . m?
5m, 5% (9,109 x 107°1) 4,555 x 1070 ’

nd® = (3,01 x 10%)5/3 = (3,01)%/% x 10%3% ~ 6,27 x 2,15 x 10° ~ 1,35 x 10° m
Pieg = (2,337 x 107%%) x (1,35 x 10°?) ~ 3,15 x 10*' Pa
Krok 3:Klasicky tlak idealniho plynupii T = 107 K:
Pihermal = nekpT = (3,01 x 10%) x (1,381 x 10723) x 107 ~ 4,16 x 10" Pa
Pomér tlaki:

Paeg 3,15 x 10*
Pirermal 4,16 x 1019

Zavér: Kvantovy degeneracnitlak je témér 80-krat vyssinez klasicky tepelny tlak. Chovanihmoty bilého trpaslika je pIné ovlddano
kvantovou mechanikou.
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Uloha 13: Coulombovské korekce k Chandrasekharové mezi

Zadani: Elektrostaticka pfitazlivost mezi elektrony a kladnymiionty v krystalické mfizce bilého trpaslika snizuje celkovy tlak plynu o

zaporny Coulombovsky pfispévek Pcoulomb = — % (4%) 1/3Z2/362n§/3/(47750). Vysvétlete, jak tato korekce ovliviuje vyslednou
Chandrasekharovu mez pro jadro z uhliku 2oz =6) ajadrozezeleza %Fe(Z = 26). Re$eni: Celkovy tlak v ultrarelativistické

limité je:
P= Pdeg + PCoulomb - [Ké - KCoulome2/3i| P4/3

Jelikoz Coulombovsky Clen snizuje efektivnikonstantu polytropy K, snizuje se podle vzorce Mcy, o< K3/?icelkova maximalni
hmotnost:

AMen 3 Koouomb 273 ) 092 72/
Mo, 2 K] ’

e Prouhlik(Z = 6): 22/* = 6%° ~ 3,30 = AM/M ~ —0,022 x 3,30 ~ —7,3 %. Chandrasekharova mez kleséz
1,46 M naccal,35 M.
o Prozelezo(Z = 26): Z*/3 = 26°/° ~ 8,77 —> AM/M ~ —0,022 x 8,77 ~ —19,3 %. Pro zelezné jadro klesa mez azk

hmotnostinezjadra uhlikova.

Uloha 14: Polomér neutronové hvézdy z brzdéni pulsaru

Zadani: Pulsar ma namérenou periodu P = 0,050 s, jeji derivaci pP=10"4 s/s a zéfivy vykon magnetického dipdlu je
E= 3,16 x 1028 W. Urcete moment setrvacnosti pulsaru I a za pfedpokladu homogennikoule s hmotnosti M = 1,4 Mg
odhadnéte polomér neutronové hvézdy R. Reseni: Krok I: Z rotaéniho ztratového vykonu:

P EP?

E:47T2I—3 — J = .
P 4m2P

Dosadime hodnoty:

3,16 x 1028 0,050)3 3,16 x 1028 1,25 x 1074 2
I = ( ) X )X( ) ) _ ( ) X )X( ) X ) _ 3595X10 %1,00><1038kg-m2
472 x 10714 3,948 x 10713 3,948 x 10713

Krok 2:Pro pfiblizny moment setrvacnosti neutronové hvézdy plati I ~ %MR2 (pro realistické modely spise ~ 0,35M R?):

T 1 38 1 38
R=/ L = 5 < 10 = A0 e 978 % 107 ~ 9475 m ~ 9,5km
2M 2 x (1,4 x 1,989 x 10%0) 5,569 x 1030

Zavér: Znamérieného brzdénipulsaru vychazi polomér neutronové hvézdy priblizné 10 — 12 km, coz je vdokonalé shodé s
modernimi rentgenovymi mérenimi pfistrojem NICER na ISS.

Uloha 15: Gravitaéni viny: ISCO a cvrlikava hmotnost systému GW150914

Zadani: Prvni detekovany gravitacni signal GW150914 vznikl splynutim dvou ¢ernych déro hmotnostechmy = 36 M a
mo = 29 M@.

1. Vypoditejte cvrlikavou hmotnost (chirp mass) systému M. ve sluneénich hmotnostech.

2. Odhadnéte gravitaénivinovou frekvenci faw v okamziku, kdy ¢erna dira o celkové hmotnosti Mo = 65 Mg dosahne mezni
kruhové dréhy ISCO (rigco = 6G My /c?).

Reseni: Krok 1:Vypodet cvrlikavé hmotnosti:

o (mamg)®® (36 x29)%°  (1044)%% 64,56
T (mi+mo)/5 T (36+29)15  (65)%2 2,301

~ 28,05 Mo

Krok 2. Keplerovska orbitalni hlovéa frekvence na draze ISCO:
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3

c3

(eaMm)f‘ © GMioi632  64/6 G My
C2

Jelikoz gravitaéniviny jsou vyzafovany kvadrupdlové, jejich frekvence je dvojndsobkem orbitélni frekvence (faw = 2fom = Q;’r"’ ):

C

Qorh - -
T1sco

3

fow, 1800 = —————
64/6mG M,
Predfaktor:

¢ (2,998 x 10%)3 2,694 x 10%
6v6rG 14,697 x 7 x (6,674 x 1071) 3,081 x 107°

~ 8,745 x 10 kg /s

Pro My = 65 Mg = 65 x (1,989 x 10% kg) ~ 1,293 x 103 kg:

8,745 x 103

1,293 x 102 ~ 076

few, 150 =

(Reélny pik signalu byl posunut azk =~ 150 — 250 Hz vlivem rotace nové vzniklé Cerné diry a faze splyvaniringdown). Zavér:
Frekvence gravitacnich vinlezi pfimo v citlivém akustickém pasmu pozemnich interferometrd LIGO a Virgo (desitky az stovky
hertzd).
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Dodatek D: Encyklopedicky glosar astrofyziky hvézd

@ zAJIMAVOST

Struktura glosare Glosar obsahuje definice klicovych pojmi z teoretické, pozorovaciivypocetnistelarniastrofyziky. Kazdé heslo uvadi
standardni cesky nazev, anglicky ekvivalent v zavorce, presné fyzikalnivymezeni a fundamentalni matematicky vztah.

e Akrecnidisk (Accretion Disk): Struktura rotujiciho plynu a prachu obihajici centraini gravitujici téleso (protohvézdu, bilého
trpaslika, neutronovou hvézdu ¢i ¢ernou diru). Treni mezi sousednimi vrstvami zplsobuje pfenos momentu hybnostiven a
radialni drift hmoty smérem dovniti s mohutnym uvolfovanim gravitacni potencialni energie.

¢ Asteroseismologie (Asteroseismology): Védnidisciplina zkoumajici vnitfni stavbu a rotaci hvézd prostfednictvim analyzy
jejich povrchovych oscilaci (akustickych p-mdédu a gravitacnich g-méda).

* Astrofyzikalni S-faktor (Astrophysical S-factor): Cast i¢inného prifezu termonukledrnireakce ocisténa o isté
geometricky faktor 1/ E a kvantové-mechanickou tunelovou pravdépodobnost pies Coulombovskou bariéru:

o(E) = 2 exp(—/Ec/E).

¢ Bily trpaslik (White Dwarf): Kompaktni hvézdny relikt o hmotnosti srovnatelné se Sluncem arozmérech planety Zemé, vnémz
je gravitace vyrovnavana kvantovym tlakem degenerovanych elektron. Maximalnimozna hmotnost je déna
Chandrasekharovoumezi(Mqy, ~ 1,44 M,).

¢ Boltzmannova rovnice (Boltzmann Equation): Vztah kvantové statistiky udavajici pomérné zastoupeni atomu ¢iiontt v
rlznych excitacnich energetickych hladindch za termodynamické rovnovahy: n;/n; = (g;/9;) exp|—(E; — E;)/(kgT)].

¢ Cefeida (Cepheid Variable): PulzujiciZluty veleobr spektrélni tfidy F az K nachazejici se v pasu nestability HR diagramu.
Vykazuje striktnirelaci mezi periodou pulzaci a absolutnizéfivosti (Leavittové zakon), coz z ni ¢ini primarni kosmickou standardni
svicku pro méreni mezigalaktickych vzdalenosti.

* CNO cyklus (Carbon-Nitrogen-Oxygen Cycle): Katalyticky termonuklearni fizni cyklus, v némzjadra uhliku, dusiku a kysliku
katalyzuji syntézu &tyf proton(i na jadro helia “He. Dominuje ve hvézdach s hmotnosti M > 1,3 M s extrémni teplotni

strmostiecng o< T'16720,

 Cerna dira (Black Hole): Prostoro¢asova singularita obklopena jednosmérnym horizontem udalosti, znéhoz nem(ize uniknout
Zadna hmota ani elektromagnetické zareni. Stelarni cerné diry vznikaji gravitacnim kolapsem jader masivnich hvézd (
MZAMS > 25 M@).

 Cerveny obr / veleobr (Red Giant / Supergiant): Pozdnivyvojové stadium hvézdy s vyhofelym jadrem, v néms flize probiha ve
slupkach kolem jadra a vnéjsi obalka enormné expanduje a ochlazuje se na Tegs ~ 2 500 — 3 500 K.

¢ Degenerovany plyn (Degenerate Gas): Stav latky pfi extrémnich hustotach, kdy jsou v§echny nizkoenergetické kvantové
stavy zaplnény a Pauliho vylu¢ovaci princip zabranuje dalsimu stlacovani. Tlak degenerovaného plynu zavisi vyhradné na
hustoté a nikoliv na teploté (P o p5/3 pro nerelativistické fermiony, P o p4/3 pro ultrarelativistické fermiony).

¢ Dopplerovo rozsifeni (Doppler Broadening): Rozsifeni spektralnich car vyvolané ndhodnym tepelnym pohybem atom( ve

. Xo [ 2kgT
fotosféfe: AAp = %\/7 TB‘FU%‘Irb'



ASTROFYZIKA HVEZD

e Eddingtonova mez (Eddington Luminosity): Maximalni teoreticka zarivost hvézdy v hydrostatické rovnovaze, pfi niz radiacni

tlak pGsobicina elektrony prostfednictvim Thomsonova rozptylu pfesné vyrovna gravitacni pfitazlivost: Lgqq = % .

¢ Eddingtonova-Barbierova aproximace (Eddington-Barbier Approximation): Analyticky vztah pro emergentni
monochromatickou intenzitu vystupujicizatmosféry: 1,,(0, u) ~ S, (7, = p = cos6).

¢ Ekvivalentni Sitka ¢ary (Equivalent Width, W) ): Integraini méfitko celkové absorpce ve spektralni care vyjadrené jako Sitka
obdélInikového profilu o nulové rezidudiniintenzité: Wy = [(1 — Fy/F.)d\.

* Ergosféra (Ergosphere): Prostor kolem rotujici (Kerrovy) ¢erné diry ohranic¢eny zvendi statickou mezi a zevniti horizontem
udalosti,vnémzje veskerd hmotaizareninucena rotovat v disledku strhavani Casoprostoru (Lense-ThirringQv jev).

¢ Fermiho energie (E'r - Fermi Energy): Maximalnikineticka energie obsazeného stavu vdegenerovaném fermionovém plynu
pfinulové termodynamické teploté: Er = %(371’2702/3.

¢ Fotodisociace (Photodisintegration): Endotermicky rozpad tézkych atomovych jaderzplsobeny srazkamis vysoce
energetickymi fotony gama zafeni pfiteplotach T > 5 x 10° K v kolabujicim jadfe supernovy.

* Fotonova sféra (Photon Sphere): Radialnivzdalenost od stfedu Schwarzschildovy cerné diry 7., = 3GM/c2 =15R, na
niz se fotony mohou pohybovat po nestabilnich kruhovych drahach.

o Gamowovo okno (Gamow Window): Uzky energeticky interval, v némsz dochazi k maximu termonuklearnich reakci v plazmatu;
vznika jako konvoluce klesajiciho Maxwellova-Boltzmannova termalniho rozdéleni a rostouci kvantové pravdépodobnosti
tunelovani pres Coulombovskou bariéru.

e Gravitac¢ni ¢erveny posuv (Gravitational Redshift): Relativistické snizenifrekvence fotonu stoupajicino z hlubokého
gravita¢niho potencialového pole kompaktniho objektu: 1 + z4 = (1 — 2GM /Rc?) 12,

¢ Hayashiho stopa (Hayashi Track): Témér vertikalni vyvojova draha mladych, pIné konvektivnich protohvézd v HR diagramu,
probihajici pri témér konstantni efektivniteploté podél Hayashiho meze stability.

¢ Henyeyova stopa (Henyey Track): Témér horizontalnivyvojovéa dréha protohvézd o hmotnosti M = 0,5 M v HR diagramu,
nastavajici po vytvorenistabilniho radiativniho jadra, charakterizovana ristem efektivniteploty pfi témér konstantniluminozité.

¢ Horizont udalosti (Event Horizon): Vnéjsi kauzalni hranice ¢erné diry, zpoza niz se zddna informace ani ¢astice nemUze vratit do
vn&jsiho vesmiru. Pro statickou ¢ermou diru mé polomér R, = 2G M /c?.

¢ Hydrostaticka rovnovaha (Hydrostatic Equilibrium): Mechanicky stav kontinua, vnémzje gravitacnisila v kazdém bodé
pFesné kompenzovéna gradientem vnitfniho tlaku: dP/dr = —G M (r)p(r)/r2.

CH

e Chandrasekharova mez (Chandrasekhar Limit): Maximalnimozna hmotnost stabilniho bilého trpaslika podepreného tlakem
ultrarelativistického degenerovaného elektronového plynu: Mcy ~ 1,44 M.

* |SCO (Innermost Stable Circular Orbit): Nejvnitinéjsi stabilni kruhova draha hmotné testovaci ¢astice v obecné teorii
relativity. Pro Schwarzschildovu nerotujici éernou diru lezi v poloméru rigco = 6GM /c? = 3R,.

¢ Jeansovo kritérium (Jeans Criterion): Fyzikalni podminka gravitacni nestability plynného mracna; kolaps nastava, pokud

prostorovy rozmér perturbace prekroéiJeansovu vinovou délku A ; = ¢s+/7/(Gp) nebo pokud hmotnost mraéna piekro&i
Jeansovu hmotnost M ;.

e Kramersova opacita (Kramers' Opacity): Aproximace absorpéniho koeficientu pro véazané-volné a volné-volné atomarni
pfechody v plazmatu: Kk o< pT’7/2.
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¢ Krivka ristu (Curve of Growth): Zavislost ekvivalentni Sitky absorpéni ¢ary na poctu absorbujicich atomd a oscilatorové sile (
W vs N f), vykazujici tfi typické rezimy: linearni, plochy (nasyceny) a kvadraticky (tlumici).

¢ Lane-Emdenovarovnice (Lane-Emden Equation): Bezrozmérna diferenciélnirovnice 2. fadu popisujici strukturu polytropni
plynné koule: g—lzd%(ﬁzg—z) +60"=0.

¢ Leavittové zakon (Leavitt Law): Empiricky i teoreticky vztah mezilogaritmem pulzacni periody a absolutni svitivostiklasickych
cefeid: (My) ~ —2,76 log;o(P/dny) — 1,40.

¢ Ledouxovo kritérium (Ledoux Criterion): Zobecnéna podminka konvektivninestability zohlednujici gradient stfedni
molekulové hmotnosti(chemickou stratifikaci): Viaq > Vad + %VH.

¢ Magnetar (Magnetar): Mlada neutronova hvézda s extrémné silnym magnetickym polem (B ~ 1010 — 10" T), jehoz
disipace napaji prudké zablesky mékkého gama zareni.

¢ Mestelova teorie chladnuti (Mestel's Cooling Theory): Klasicky fyzikalnimodel chladnutibilych trpaslikl, podle néhoz je
zadsoba tepla ulozena v nedegenerovanych atomovych jadrech a svitivost klesa v ¢ase jako L o 75,

* MESA (Modules for Experiments in Stellar Astrophysics): Pfedni open-source 1D numericky simulacnikod pro modelovani
vnitfni stavby a ¢asové evoluce hvézd.

¢ Neutronova hvézda (Neutron Star): Extrémné kompaktnirelikt vznikly gravitacnim kolapsem jadra masivni hvézdy, podepreny
degeneracineutronl a odpudivou silnou jadernou silou, s hmotnosti 1,2 — 2,2 M, a polomérem pouhych 10 — 13 km.

¢ Neutronizace (Neutronization): Proces elektronového zachytu protony (p + e~ — n + v,) za extrémnich tlakd v kolabujicim
jadre supernovy.

¢ Okrajové ztemnéni (Limb Darkening): Opticky jev, pfi némz se stfed hvézdného disku jevijasnéjsinezjeho okraj, protoze
paprsky vychézejiciz okraje pod Sikmym dhlem k normaéle (1 — 0) pochazejiz vyssich a chladnéjsich fotosférickych vrstev.

¢ Opacita (Opacity, «): Mira neprahlednostilatky pro elektromagnetické zafeni, vyjadiena jako Gcinny prifez extinkce na
jednotku hmotnosti (m? /kg).

¢ Pauliho vylu¢ovaci princip (Pauli Exclusion Principle): Kvantovy postulét, podle néhoZ se vjednom kvantovém stavu
nemohou souc¢asné nachazet dvaidentické fermiony se stejnymikvantovymi Cisly.

e Pas nestability (Instability Strip): Uzka, téméfvertikalni oblast v Hertzsprungové-Russellové diagramu, v niz se nachazeji
pulzujici proménné hvézdy (cefeidy, RR Lyrae, d Scuti) buzené k-mechanismem v ionizacnich zénéch helia.

* Penroselv proces (Penrose Process): Mechanismus tézby rotaéni energie z ergosféry Kerrovy ¢erné diry rozpadem ¢astice
na slozku se zadpornou energii, kterd pada do horizontu, a slozku s kladnou energii, kterd unika do nekonecna.

e Polytropa (Polytrope): Idedinimodel plynného télesa, vnémzje tlak svazan s hustotou jednoduchym mocninnym vztahem:
P = Kp1+1/".

¢ Protohvézda (Protostar): Ranné stadium vznikajici hvézdy, kterd se nachaziv procesu gravitacnikontrakce a akrece hmoty z
okolniho cirkumstelarniho disku pred zapalenim stabilni fize vodiku vjadre.

e Pulsar (Pulsar): Rychle rotujici silné magnetizovana neutronova hvézda vyzafujici izké kuzely elektromagnetického zareni
podél magnetickych pdla.

procesem mnohondsobné ndhodné prochazky (random walk).

¢ Rosselandova stfedni opacita (Rosseland Mean Opacity): Harmonicky prdmér monochromatické opacity vazeny teplotni

- PR s B B,
derivaci Planckovyfunkce,urCUJ|C|celkovyradlacnltok:% = % %T” dl//f%—T'dl/.
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* RRLyrae: Tfida starych pulzujicich hvézd populace Il na horizontalnivétvi kulovych hvézdokup s periodami pod 1den a témér
konstantni absolutnimagnitudou My ~ +0,6 mag,.

¢ Sahovaionizacnirovnice (Saha lonization Equation): Vztah statistické fyziky vyjadfujici rovnovazny pomér mezi sousednimi
jioniza¢nimi stupni plynu v zavislosti na teploté a elektronovém tlaku.

e Schwarzschildovo kritérium stability (Schwarzschild Criterion): Podminka dynamické stability hvézdné vrstvy protivzniku
konvekce: Viad < Vad.

¢ Schwarzschildiv polomér (Schwarzschild Radius): Polomér horizontu udalosti nerotujici sférické ¢erné diry: Ry = 2GM/02.

e Spaghettifikace (Spaghettification): Extrémnivertikalninatazeni a horizontalni stlacenitélesa padajiciho do silného
nehomogenniho gravitacniho pole ¢erné diry v disledku radialnich slapovych sil.

e Supernova s kolapsem jadra (Core-Collapse Supernova, CCSN): Katastroficky zanik masivni hvézdy zplsobeny gravitacnim
kolapsem jejino zelezného jadra za vzniku neutronové hvézdy nebo cerné diry.

e Supernova typula (Type la Supernova): Termonukledrni exploze uhliko-kyslikového bilého trpaslika v tésné dvojhvézdé
vyvolana pfekro¢enim Chandrasekharovy meze akrecinebo splynutim dvou bilych trpaslika.

¢ Teorie smésovacidélky (Mixing Length Theory, MLT): Fenomenologicky model turbulentnikonvekce ve hvézdach
predpokladajici, ze konvektivni elementy urazi pred rozpadem charakteristickou dréhu £ = avrrHp.

¢ TOVrovnice (Tolman-Oppenheimer-Volkoff Equation): Relativisticka rovnice hydrostatické rovnovahy odvozena z
Einsteinovych rovnic pro vnitfek statického kompaktniho objektu.

¢ Viridlovy teorém (Virial Theorem): Fundamentalnirelace spojujici Casove stiedovanou kinetickou (tepelnou) energii U a
gravitaéni potencialni energii {2 samo-gravitujiciho systémuidealniho plynu: 2U + Q = 0.

¢ Voigtuv profil (Voigt Profile): Profil spektralni ¢ary vznikajici konvoluci gaussovského Dopplerova rozsifeni a lorentzovského
prirozeného/tlakového tlumeni.

¢ Wolfova-Rayetova hvézda (Wolf-Rayet Star): Pozdni stadium velmi hmotné hvézdy, kterd silnym vétrem ztratila celou
vodikovou obélku a obnazila své horké jadro se Sirokymi emisnimi carami helia, dusiku (WN), uhliku (WC) nebo kysliku (WO).

e ZAMS (Zero-Age Main Sequence): Nulty vék hlavni posloupnosti; okamzik, kdy mlada hvézda ukonci gravitacnikontrakcia
zapdlistabilnivodikovou fuzi vjadre, ¢imz dosdhne kompletnitepelné i mechanické rovnovahy.



