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ASTROINFORMATIKA Il

Uvod a predmluva: Od datové redukce k
rigoréznimu modelovani

Vitejte u druhého svazku monografie vénované astroinformatice a moderni analyze
astrofyzikalnich dat.

Zatimco prvni dil (Uvod do astroinformatiky) polozil intuitivni a konceptudlni zéklady - od
fungovani kiemikového senzoru pres format FITS, kalibracni rovnice az po elementarni fotometrii
a Uvod do strojového uceni -, tento svazek vstupuje na pddu teoretické rigoréznosti, pokrocilé
matematické statistiky a Skalovatelné vypocetnivédy.

V souCasné ére prochazi astrofyzika fundamentalni transformaci. Klasicka pozorovaci
paradigmata zalozena na frekventistickych odhadech a jednoduchych chi-kvadrat fitech narazeji
na své limity. Vstupujeme do éry petabajtovych prehlidek:

* Observator Véry C. Rubinové (Vera C. Rubin Observatory / LSST) v chilskych Andach
generuje 20 terabaijtl syrovych dat kazdou noc a kazdych 37 sekund emituje desitky tisic
transientnich alertq.

e Kosmicka observator Gaia poskytla presna astrometricka a spektrofotometrickd mérenipro
témér dvé miliardy zdroju, coz vytvari fazovy prostor o gigantické dimenzionalité.

¢ Vesmirné dalekohledy JWST, Euclid a Roman poskytuji terabajty vysoce strukturovanych
multispektralnich aintegralnich datovych krychli.

Spravnainterpretace téchto signalld vyzaduje pokrocilé statistické aparaty:

1. Bayesovskouinferenci: Schopnost rigorézné zaclenit fyzikalni apriorniinformace a korektné
integrovat pres mnohorozmérné prostory parametrli pomoci modernich vzorkovac
(Hamiltonovské Monte Carlo, NUTS, Nested Sampling).

2. Gaussovské procesy a stochastické modely: Schopnost odfiltrovat komplexni
instrumentalni a stelarniSumové korelace v nerovnomeérné vzorkovanych ¢asovychtadach.

3. Hluboké uceni a diferencialni programovani: VyuZiti konvolucnich siti, transformerd,
difiznich modeld a fyzikalné informovanych neuronovych siti (PINN) k odhalovani skrytych
vzord a urychleni masivnich simulaci.

4. Distribuovanou architekturu: Paralelnia GPU vypocty schopné zpracovavat data
prekracujicikapacitu operacnipaméti béznych pracovnich stanic.

Tato kniha je ur¢ena studentiim magisterského a doktorského studia astrofyziky a teoretické
fyziky, datovym védclm prechazejicim do oblasti pfirodnich véd a vyzkumnym pracovnikdim, ktefi
chtéji své analyzy posunout na souc¢asnou svétovou uroven.
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Cast|: Teoreticka statistika a robustni
estimatory

Prvni ¢ast monografie buduje rigordzni matematicky aparat moderni statistické analyzy v
astrofyzice. Zamérfuje se na maticovou algebru, spektralni dekompozice kovarianci, teorii
maximalni vérohodnosti, Fisherovu informacni geometrii a robustni regresni metody pro méreni
zatizena chybamiv obou proménnych.
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Kapitola 1: Maticové dekompozice a
tenzorovy pocetv astrofyzice

Zakladnim jazykem moderni astroinformatiky je linearni algebra a funkcionalni analyza. Jakakoliv
manipulace se spektry, korelovanym Sumem nebo prostorovymi daty je v podstaté operaci nad
maticemi a tenzory v Hilbertové prostoru.

1.1 Ortogonalni transformace a singularnirozklad (SVD)

Mé&jme matici astrofyzikalnich pozorovani X € R™*?, kde n je pocet pozorovanych objektd (napf.
galaxii) a p je poCet namérenych atributd (vinovych délek spektra, fotometrickych barev).

Singularnirozklad (Singular Value Decomposition - SVD) je fundamentaini faktorizaci matice X
natvar:

X =UxV?
Kde:

* U € R™"je ortogonalnimatice levych singularich vektord (U7 U = I). Jejisloupce tvoii
ortonormalnibaziv prostoru pozorovanych objektu.

e ¥ € R™Pjediagondinimatice obsahujicinezaporna singularnidislacy > o2 > -+ > o, > 0,
kder = min(n, p).

* V € RP*?je ortogonalni matice pravych singularnich vektorl (VI'V = I). Sloupce matice V.
tvofi tzv. hlavni osy variability (eigen-spektra).

Vyuzitiv astrofyzice

1. Spektralnikomprese: Zkraceny singularnirozklad (Truncated SVD) zachovava pouze prvnich
k < pnejvétsich singularnich Cisel. Podle Eckartova-Youngova-Mirského teorému je matice
X = Zle oiu;v! nejlepsi aproximaci plvodnimatice v normé Frobenius.

v

2. Kondic¢ni €islo (Condition Number): Pomér k(X) = 0./ min kvantifikuje numerickou
stabilituinverznich dloh. Je-li k(X) > 103, je matice $patné& podminéna a pfima inverze vede
k numerické explozi Sumu.
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1.2 Choleského faktorizace kovarian¢nich matic

V astrofyzice se neustéle setkdvame s kovarian&nimi maticemi sumu = € RV které jsou z
definice symetrické a pozitivné definitni (x? $x > 0 pro kazdy nenulovy vektor x).

Choleského rozklad dekomponuje matici 3 na soucin dolnitrojuhelnikové matice L a jeji
transpozice:

> =LLT

Kde L;; > 0provsechny diagonalniprvky.

Vypocetni vyhody Choleského rozkladu

 Béleni Sumu (Whitening): Mdme-li vektor korelovanych méfeniy ~ N (u, £), linedrni
transformaciz = L™ (y — p) ziskdme data s jednotkovym nekorelovanym bilym Sumem:
Cov(z) =1

¢ Inverze adeterminant: Vypocetlogaritmu determinantu v gaussovské vérohodnosti se
redukuje na pouhy soucet diagonalnich prvka:

N
i=1

e Vypocetnislozitost Choleského rozkladu je %N:” operaci, cozje polovina ve srovnani se
standardni LU dekompozici.

1.3 Spatné podminéné problémy a Tichonovova regularizace

Mnoho uloh v astroinformatice predstavuje Fredholmovu integralnirovnici prvniho druhu:
d(z) = /K(:z:,x’)f(x') dz' + e(x)

Po diskretizaci ziskame linearni systém d = Kf + ¢, kde K je konvolu¢ni matice bodové odezvy
pfistroje (PSF). Piimé fedeni metodou nejmensich ¢tvercd f = (KTK)1K7d dramaticky
selhava, protoze vysokofrekvencni Sum e je zesilen malymi singularnimi Cisly matice K.

Tichonovova regularizace (Ridge regrese) modifikuje optimalizacni kritérium:
f\ = argmin {||d — Kf|3 + X*|Tf|3}

Kde T je regularizacni operator (obvykle jednotkova matice I nebo diferencni matice derivace
pro vyhlazeniprofilu) a A je regularizacni parametr. Analytické feSenima tvar:

f, = (K"K + A>17T)'K’d

—8—
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Volba optimalniho A se provadi metodou zobecnéné krizové validace (GCV) nebo L-kfivky (L-
curve criterion), ktera balancuje rezidualni normu proti velikosti regularizacniho ¢lenu.
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Kapitola 2: Teorie odhadu, Fisherova
informace aasymptotika

Pfi interpretaci astrofyzikalnich dat potfebujeme z namérenych fotond odhadnout fyzikalni
parametry modell (hmotnosti hvézd, parametry temné energie, chemické zastoupeni). Teorie
odhadu poskytuje matematicky rémec pro konstrukci optimalnich estimatord a vycisleni jejich
fundamentalnich limitd.

2.1Metoda maximalni vérohodnosti (MLE)

Méjme vektor pozorovanych dat x = (z1,.. .,mN)T nezavisle a identicky rozdélenych (i.i.d.)
podle hustoty pravdépodobnosti p(z|f), kde 6 = (61,...,0:)T € © je vektor neznamych
parametrd.

Funkce vérohodnosti (Likelihood function) je definovana jako:

N
L(6x) = [ [ p(x:l6)

i=1

Z numerickych divod( a pro zjednoduseni derivaci pracujeme s logaritmickou vérohodnosti
(Log-Likelihood):

20) =InL(O|x) = Zlnp(mi|9)

Estimator maximalni vérohodnosti (MLE) éMLEje definovan jako argument maximalizujicilog-
vérohodnost:

OvLe = 0
MLE = arg rgle%x £(60)

Cozvede na soustavu vérohodnostnich rovnic:

Vol(6) = 0

Asymptotické vlastnosti MLE

Pfi spInéni podminek regularity (hladkost hustoty p, kompaktnost ©) vykazuje MLE estimator pro
N — ocokliCové vlastnosti:

A P
1. Konzistence: OyiLg — 0 (konverguje v pravdépodobnosti ke skutecné hodnoté).

—10—
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2. Asymptoticka normalita: v N (Oywe — 6o) 4, N(0,11(60)).

3. Asymptoticka eficience: Zadny nestranny odhad nemdze mit mensi asymptoticky rozptyl
nezMLE.

2.2 Fisherovainformacni matice a Cramérova-Raoova mez

Definujme skére funkci (Score function) jako gradient log-vérohodnosti:
S(0) = Vs Inp(x|0)
Stfednihodnota skére funkce vzhledem k datlim je nulova: E[S(6)] = 0.

Fisherova informaéni matice (Fisher Information Matrix - FIM) I(#) € R***je definovanajako
kovariance skore funkce:

O0lnp(x]0) 0lnp(x|6)
00; 06,

J

I,;00) = E

ij

_ E 92 In p(x|6)
N 90,00,

Cramérova-Raoova nerovnost (Cramér-Rao Lower Bound - CRLB)

Pro libovolny nestranny odhad 6 parametru 6 plati:
Cov(d) > T71(0)
Ve smyslu, 2e matice Cov(8) — I"1(6) je pozitivné semidefinitni.

@ DULEZITE

Fisherova matice stanovuje absolutni fyzikalnilimit pfesnosti, jaké mlze jakykoliv pfistrojnebo
pozorovacimise dosahnout pfi daném poctu fotond. Je zakladnim nastrojem pfi navrhovani
kosmickych misi(napf. odhad presnosti mérenitemné energie pro teleskop Euclid).

2.3 Test pomérem vérohodnosti a WilksUuv teorém

Méjme model s k parametry a testujme nulovou hypotézu Hy, : 0 € O (kde ®yma dimenzi k, < k)
protiobecné alternativé Hy : 6 € ©.

Statistika poméru vérohodnosti (Likelihood Ratio Test - LRT) je definovéana vztahem:
A=2 [e(é) - e(éo)]

Podle Wilksova teorému ma za platnosti nulové hypotézy H|, statistika A asymptoticky rozdéleni
chi-kvadrat s poctem stupnl volnosti rovnym rozdilu dimenzi:

. |
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Ai>x2(k—ko) pro N — o0

Tento teorém je zédkladem pro stanoveni intervall spolehlivosti v astrofyzikalnich fitech: kontura
Ax? = 2,30 vymezuje 68,3% konfidenéni oblast pro 2 volné parametry, zatimco Ax? = 6,18
vymezuje 95,4% oblast.

—12—
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Kapitola 3: Robustni statistika aregrese v
obouosach

V astrofyzice jsou méfeni témeér vzdy zatizena negaussovskymi odlehlymi hodnotami (chybné
identifikované hvézdy, kontaminace kosmickym zarenim) a nejistoty existuji jak na nezavisle
proménné (X), tak na zavisle proménné (Y). Standardni linearni regrese v takovych podminkach
generuje hrubé zkreslené vysledky.

3.1M-estimatory a Huberova ztratova funkce

Misto kvadratické ztratové funkce metody nejmensich Ctvercd minimalizuji M-estimatory
obecnéjsifunkcireziduir; = y; — f(x;0):

N
0= argmein;p (%)

Kde p(u) je symetrickd, nezédpornd funkce a o je robustni odhad méfitka rozptylu (napfr.
MAD = median(|r; — median(r;)|)/0,6745).

Huberova ztratova funkce kombinuje to nejlepsiz kvadratické a absolutni odchylky:

L2 pro |u| < d

u) =
pa(u) {6 (ju| — 56) prou| >
Véahovou funkciv algoritmu iterativné prevazovanych nejmensich ¢tverct (IRLS) je pak:
1 projul <4
w(u) = u % pro |u| > &

Typicka volba & = 1,345 zajistuje 95% ucinnost pro Cisté Gaussovo rozdéleni a soucasné
absolutniodolnost vici tézkym chybam.

3.2 Regrese s chybamiv obou proménnych: Yorkuv algoritmus

Uvazujme linedrni model y = a + bz, kde pro kazdy bod méfime dvojici (zi,y;) s nejistotami
(02, 0y,) avzajemnou kovarianci Cov(x;, Y;) = 1i04,i0y,.

Standardni metoda OLS pfedpoklada o, ; = 0. Zanedbani chyb v ose X vede k tzv. atenuaénimu
zkresleni (Attenuation Bias) - smérnice primky bje systematicky podhodnocena sméremk nule!
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PIné rigordzni feseni odvodil Derek York (1966, 2004). Minimalizujeme vazeny soucet Ctvercl
odchylek v obou osach:

N
S = [wailmi — £:)° = 2wayi(@i — &) (i — i) + wyi(yi — )’
=1

7

York ukazal, ze hledana smérnice bje kofenem nelinearnirovnice:

SN Wias — ) (yi — § + b(ai — ))

b—
SN Wiz — 7)2

Kde efektivnivaha W; je déanavztahem:

wx’iwy,i 1

i =

1 b2w. . 2 2
wai + bowyi — 2bweyi oy, +bPog; — 2briog oy

A tézisté Z,y jsou vazenymi priméry s vahami W,. Tato rovnice se fesi iterativné s rychlou
konvergenci(obvykle 4 az 6 iteraci).

3.3 Aplikace nakalibraci kosmickych svicek

YorkUyv algoritmus a robustni odhady jsou kritické pro kalibraci fundamentalnich astrofyzikalnich
relaci:

¢ Tullyova-Fisherovarelace: Vztah mezi zafivym vykonem spirdlni galaxie L a Sitkou spektralni
&ary W neutréiniho vodiku HI (L oc W#). Chyby v méfeni rotaéni rychlostiz profilu ¢ary 21 cm
jsou srovnatelné s fotometrickymi chybami.

* Faberova-Jacksonovarelace: Vztah pro eliptické galaxie (L o< o), kde o, je centralni
rychlostnidisperze hvézd.

e Kalibrace supernov typula: Vztah mezi absolutnimagnitudou supernovy v maximu a
rychlosti poklesu svételné krivky (Phillipslv vztah). Bez korektni oboustranné regrese by
uréenikosmologickych parametrd 2,,, a Q, bylo zatizeno systematickou chybou.

—14—
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Cast lI: Bayesovska inference a stochastické
vzorkovani (MCMC)

Druhd cast je vénovana fundamentalnimu pilifi moderni astrofyziky - bayesovské inferenci.
Probereme formulaci apriornich informaci, integraci v mnohorozmérnych prostorech pomoci
Markov Chain Monte Carlo (MCMC), moderni algoritmy HMC a NUTS a vypocet marginalni
vérohodnosti metodou Nested Sampling.

—15—
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Kapitola 4: Bayesovsky aparat a formulace
apriornich informaci

V moderni astrofyzice nechapeme pravdépodobnost jako limitni relativni ¢etnost pokusl v
nekonecné sérii opakovani (frekventisticky pohled), ale jako miru vérohodnosti ¢i stavu naseho
poznani (Bayesovsky pohled). Tento posun je klicovy: nas vesmir je pouze jeden a nemUzeme
provést sérii deseti tisic nezavislych Velkych tieskd.

4.1 Bayesuv teorémyv astrofyzice

Zakladnipostulat bayesovské inference je vyjadren vztahem:

p(D|6, M) p(6| M)

POBA = T DM)

Kde jednotlivé slozky reprezentuiji.
1. p(6| M) - Apriorni pravdépodobnost (Prior): Kvantifikuje nase znalosti o parametrech 6
pred zahrnutim novych dat D, za prfedpokladu platnosti modelu M.

2.p(Dl|0, M) = L(0) - Vérohodnost (Likelihood): Pravdépodobnost namérenidat D pfi
konkrétnivolbé parametrd 6.

3.p(0|D, M) - Aposteriorni pravdépodobnost (Posterior): Aktualizovany stav naseho
poznani o parametrech po zahrnuti experimentalnich dat.

4.p(D|M) = Z - Marginalni vérohodnost (Evidence): Normalizacnikonstanta, kterd integruje
Citatel pres cely prostor parametr(:

zz/ p(D|6, M) p(6|M) d6
Qe

Pro odhad samotnych parametrl 8 vramcijednoho modelu M je hodnota Z nepodstatna, nebot
nezavisinaf, a piSeme:

p(0|D) x p(D|6) p(6)

4.2 Konstrukce neinformativnich a Jeffreysovych apriornich rozdéleni

Jednou z nejcastéjsich vyzev v bayesovské analyze je: jak formulovat apriorni hustotu p(#), pokud
o parametru nemame zadné predchozifyzikalniinformace?
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Naivni volba rovnomérného rozdéleni p(#) o const neni invariantni vi¢i reparametrizaci! Pokud

zvolime rovnomérny prior na parametr 6, pak transformovany parametr ¢ = f(6) (napr. ¢ = In#6
nebo ¢ = 1/6)ziskd podle véty o transformaci hustot netrividlni tvar:

do
de

Harold Jeffreys (1946) odvodil pravidlo pro konstrukci objektivniho, reparametrizacné
invariantniho prioru zalozeného na Fisherové informacni matici:

ps(9) = po(f ' (9))

pJeffreys(e) (8 \/det 1(0)

Klicové vysledky pro astrofyziku:

1. Pozi¢ni parametr (Location parameter): Pokud p(z|6) = f(z — ) (napf. stfednihodnota
gaussovského rozdéleni, poloha stfedu hvézdy na snimku), pak I(6) = const a Jeffreyslv
priorje uniformni:

p(0) x1 (Lebesgueova mira)

2. Skalovaci parametr (Scale parameter): Pokud p(z|o) = L f(z /o) (napt. smérodatna
odchylka $umu o, polomé&r exoplanety, doba trvani zéblesku), pak I(o) o« 1/0? a Jeffreyslv
prior matvar:

1
p(0) x — <= p(lno) x 1
o

JeffreysQv prior na Skalovaci parametr je ekvivalentnirovhomérnémurozdéleniv
logaritmickém méfitku.

—17—
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Kapitola 5: Markov Chain Monte Carlo
(MCMC) adiagnostika

V redlnych astrofyzikalnich modelech ma prostor parametrd desitky az stovky dimenzi (napf. 15
orbitalnich parametr( vicenasobného planetarniho systému). Analyticka integrace je nemozna a
mifizkovy vypocet (grid search) selhava kvili exponencialnimu rdstu bodu (pro D = 20 dimenzi s
pouhymi 10 body na osu potfebujeme 102’ vyhodnocenivérohodnosti). Re§enim jsou Markovovy
retézce Monte Carlo (MCMC).

5.1Metropolisiv-Hastingsav algoritmus

Cllem MCMC je vygenerovat posloupnost stava 60U 0@ ... 0T) jejichz stacionami

asymptotické rozdélenije presné rovno hledanému posterioru (6) = p(6|D).

Metropolistiv-Hastingstv algoritmus generuje Markoviv fetézec pomocinavrhové hustoty
(Proposal distribution) ¢(6'|0):

1. Zvolme pocatecnibod 6 anastavmet = 0.
2.V kroku t vygenerujme kandidatsky bod 8 ~ ¢(8'|6®).
3. Vypocditejme Hastingstiv akceptacni pomér (Acceptance Ratio):

N (Y alla
oo (1’ =(00) g(@160)

4.Vygenerujme ndhodné &islou ~ U(0, 1). Pokud u < a, krok pfijmeme a polozime (1) = ¢,
V opa&ném piipadé krok zamitneme a zlstavame v plivodnim bodé: 8¢+1) = g®),

5.ZvySimet < t + 1 a opakujeme od kroku 2.

Dukaz detailnirovnovahy (Detailed Balance)

Algoritmus garantuje, ze fetézec konverguje k m(#), protoze spliuje podminku detailnirovnovahy:
70T — 0") = n(0")T(6' — 6)

Kde pfechodové pravdépodobnost T(6 — 0') = q(6'|0)a(8, ). Normalizacni konstanta
posterioru Z se vpomérum(0') /m(6) beze zbytku zkrati!
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5.2 Diagnostika konvergence a autokorelacni analyza

Surovy vystup z MCMC nelze pouzit pfimo. Retézce vykazuji autokorelaci a vyzaduji odstranéni
pocatecnifaze zahrivani (Burn-in / Warmup).

1. Autokorelacnicas 7

Kovariance vzorkl vzdalenych o zpozdéni k je dana autokorelacni funkci:

E[(0: — 1) (Bcei — )

o2

pk) =

Integrovany autokorelacni Cas je definovan vztahem:

Fyzikalnivyznam 7: Abychom ziskalijeden skutecné nezavisly vzorek z posterioru, musime v
MCMC retézciudélat priblizné T kroka.

2. Efektivni velikost vzorku ()
Z celkového poctu N vygenerovanych krokU je efektivni pocet nezavislych méreniroven:

N
Neff - —
T

Pro spolehlivé uréeni 95% konfidenénich intervall poZzadujeme Negr > 1 000.

3. Gelman-RubinGv diagnosticky test (R)

Spustime M > 4 nezavislych fetézci z riznych startovnich bodu v prostoru parametrd.
Spocitame rozptyl mezifetézci(B/n) a primérny vnitinirozptyl uvniti fetézcl (W). Odhad
koeficientuzmensenirozptylu Rje:

i ¢W+%@—W)
R =
W

Pokud R > 1,05, fetézce jeSté nekonvergovaly a prozkoumavaji odlisné lokalni mody. V

publikovatelnych astrofyzikalnich pracich je standardem dosahnout R < 1,01 pro véechny volné
parametry.

—19—
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Kapitola 6: Geometricke vzorkovace nove
generace (HMC, NUTS aemcee)

Klasicky Metropolis-Hastingsiv algoritmus s ndhodnou prochazkou (Random Walk) dramaticky
trpi tzv. prokletim dimenzionality: aby byl akceptacni pomér rozumny (=~ 23,4 %), musi byt krok
navrhové funkce velmi maly (x D~1/2), coz vede k obrovskému autokoreladnimu ¢asu. V moderni
astroinformatice proto dominujigeometrické a souborové vzorkovace.

6.1 Affine-Invariant Ensemble Sampler a knihovna ‘'emcee’

V roce 2010 publikovali Jonathan Goodman a Jonathan Weare prelomovy algoritmus afinné
invariantniho souborového vzorkovani, ktery vroce 2013 zpopularizoval Daniel Foreman-Mackey
vlegendarnim astronomickém balicku ‘emcee”.

Misto jednoho bodu simuluje algoritmus soubor K soucasné se pohybujicich ¢astic (Walkers),
kde K > 2D.

V kazdém kroku aktualizujeme polohu walkeru k pomoci tzv. protazeného tahu (Stretch Move)
vicinahodné vybranému walkeru j ze zbyvajiciho souboru:

0 = 9j —+ Z(Ok — HJ)

Kde ndhodnd promeénna Z je vzorkovana z hustoty:

g(z)ocﬁ proz€ [1/a,a], a=2

Akceptacnipomér pro tento krok je:

oo (22

Proc je 'emcee’ astronomickym standardem?

Algoritmus je afinné invariantni: linearni transformace souradnic 8/ = Af(napr.zménajednotek
nebo silnd korelace mezi parametry) nema vibec Zadny vliv na efektivitu vzorkovani! Neni nutné
ladit kovarian¢ni maticinavrhové funkce.
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6.2 Hamiltonovské Monte Carlo (HMC) a No-U-Turn Sampler (NUTS)

Pokud je vérohodnostni funkce diferencovatelnd a médme k dispozici jeji gradient VyIn 7(6),
mUzeme vyuzit fyzikalni analogii z teoretické mechaniky - Hamiltonovské Monte Carlo (HMC).
Pfedstavme si parametr 6 jako polohu ¢astice v potencidlovém poli V(6) = — Inx(0). K &astici

pfidruzime fiktivni hybnost p ~ A (0, M). Celkovy Hamiltonian systému je:

H(0,p) = V(6) + K(p) = —In7(6) + ~p"M 'p

2
Pohybové rovnice jsou Hamiltonovy kanonické rovnice:
dd OH 1 dp 0H
%—g— p, E——W—Volnﬂ'(e)

Castice je numericky integrovana symplektickym Leapfrog integratorem:
1. Polovi¢nikrok v hybnosti: p(t + €/2) = p(t) + 5V In7(6(t))
2. Celykrokvpoloze: 0(t + €) = 0(t) + eMp(t + €/2)
3. Poloviénikrok vhybnosti: p(t + €) = p(t + €/2) + £ VInm(0(t + ¢))

Diky zachovani Hamiltonianu dosahuje HMC akceptacniho poméru pres 65 az 80 % iv prostorech
s tisici dimenzemi!

No-U-Turn Sampler (NUTS)

Algoritmus NUTS (Hoffman & Gelman, 2014) odstranuje nutnost ru¢niho nastavovani poctu krokd
integrace L: automaticky stavirekurzivni binarni strom trajektorie a zastaviintegracive chvili, kdy
by se Castice zaCala vracet zpét (podminka % 16 — 8]|? < 0). NUTS je srdcem modernich
pravdépodobnostnich knihoven PyMC, Stan a NumPyro/JAX.
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Kapitola 7: Nested Sampling a srovnavani
astrofyzikalnich modelu

Castou otazkou v astrofyzice nenijen ,jaké jsou nejlepsi parametry modelu?”, nybrz ,ktery mode
Iépe vysvétiuje data?”.
¢ Obsahuje namérena svételna krivka jednu exoplanetu, nebo dvé?

¢ Je kosmologicka kfivka lépe popsana modelem ACDM s konstantnitemnou energii, nebo
dynamickou temnou energiiw(a) = wo + we(1 — a)?

K zodpovézenitéto otazky potfebujeme spoditat marginalni vérohodnost (Evidence) Z.

7.1Bayeslv faktor amodel selection

Méme dva konkuren¢ni fyzikalni modely M; a M,y. Pomér jejich aposteriornich
pravdépodobnostije:

p(M,|D) _ p(D|M,) p(My)

- X
p(M2|D) p(D|Msy) (M)
——— —_——
Bi» (Bayesiv faktor) Prior odds

Bayestv faktor B2 = Z1/Z; vyjadiuje, kolikrat data zvyhodnujimodel M oproti M.
Podle Harolda Jeffreyse interpretujeme rozdil A In Z = In Bi2 nasledovné:

¢ Aln Z < 1:Nekonzistentni, bezvyznamny rozdil.

e 1< AlnZ < 2,5:Mirydlkazve prospéch M.

e 2.5 < Aln Z < 5:Silnydikaz ve prospéch M (Sance zhruba12 : 1az150 : 1).

e Aln Z > 5:Rozhodujici dikaz (Decisive Evidence, Sance vétsinez 150 : 1, odpovida
statistické signifikanci > 3,60).

@ zAJiMAVOST

BayesUv faktorv sobé automaticky zahrnuje Occamovu bfitvu: sloZitéjsimodel s vétsim poctem
volnych parametrd je penalizovan za velky fazovy objem parametrd, v némz je vérohodnost nizka.
Neninutné zavadét umeélé penalizacni ¢leny jako u AIC nebo BIC!
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7.2 Algoritmus Nested Sampling podle Johna Skillinga

Vypocet integrdlu Z = [L(0)m(0)dO je extrémné obtizny, protoze vétsina objemu ma
zanedbatelnou vérohodnost.

V roce 2004 navrhl fyzik John Skilling genialni transformaci: pfevedl mnohorozmeérny integral na
jednorozmeérny integral pfes kumulativni objem apriorni pravdépodobnosti X:

X(\) = / () dé € [0,1]
L(6)>A
Integral pro evidenci se pak zjednodusina:

Z:/OIE(X)dX

Algoritmus krok za krokem:

1. Vygenerujeme Ny, aktivnich bodl (Live Points) z apriorniho rozdélenim(6). Pocatecni objem
je Xo=1.

2.V kazdémkroku¢: * Najdeme live bod s nejmensivérohodnosti £; = miny, £(6}). * Tento bod
vyjmeme a ulozime jako ,mrtvy bod“ (Dead Point) s vahou w; = X;_1 — X;. * Apriorni objem
sesmrsti: X; ~ exp(—i/Nyy.). * Plispévek k evidencivzroste o AZ; = L,w;. *
Vygenerujeme novy live bod z apriorniho rozdéleni pod podminkou, Zze L(bnew) > Li.

3. Algoritmus ukoncime, jakmile zbyvajici odhadovany integral L,.x X; tvofi zanedbatelnou
frakcicelkové sumy Z.

Implementace v moderni astrofyzice

e “MultiNest’ (Feroz & Hobson): Vyuziva elipsoidalni dekompozici pro vzorkovani
multimodalnich posteriord.

e ‘Dynesty’ (Speagle): Dynamicky Nested Sampling v Cistém Pythonu, ktery dokaze v
pribéhu vypoctu ménit pocet live points pro maximalizaci presnosti odhadu parametrdii
evidence.
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Cast lll: Nepravidelné ¢asové fady a
gaussovske procesy

Treti Cast je vénovana dynamickému vesmiru. Zkouma pokrocilou spektralni analyzu
nerovnomérné vzorkovanych svételnych kfivek, teorii gaussovskych procest (GP) pro filtraci
hvézdné variability, stochastické diferencialni autoregrese (CARMA) v aktivnich galaktickych
jadrech a fotodynamické modelovaniplanetarnich tranzitQ.

—24 —
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Kapitola 8: Pokrocila spektralni analyza a
Lombuv-Scargleliv periodogram

Astronomicka fotometricka pozorovani jsou z podstaty nepravidelné vzorkovana s velkymi
mezerami zpUsobenymi stfidanim dne a noci, pocasim a orbitalni geometrii. Klasicka diskrétni
Fourierova transformace na takovych datech generuje masivni spektralni svod a faleSné periody.

8.1Zobecnény Lombuiv-Scargleliv periodogram (GLS)

Pldvodni formulace Normana Lomba (1976) a Jeffreyho Scargla (1982) predpokladala nulovou
stfedni hodnotu dat a homogenni chyby. V redlnych pozorovanich z druzic Kepler nebo TESS vSak
data obsahujineznamy plovouci primér a individualni nejistoty méreni o;.

Mathias Zechmeister a Martin Kirster (2009) odvodili Zobecnény Lomblv-Scargletv
periodogram (Generalized Lomb-Scargle - GLS) fitovanim harmonického modelu s plovoucim
offsetem pro kazdou uhlovou frekvenciw = 2x f:

y(t) = acos(wt) + bsin(wt) + ¢

Vézena redukce chi-kvadrat vG&i konstantnimu modelu x2 definuje normovany vykon
periodogramu:

1 [Cc,+ 88, —2C5C.S.
T YY CC SS — (CS)?

Pgrs(w)
Kde C, S,CC, S8, CSjsouvazené sumy goniometrickych funkei se zohlednénim vah w; = 1/0? a
fazového posunu 7(w), ktery zajistuje ortogonalitu sinu a kosinu:

S w; sin(2wt;) — 28C/W
S w; cos(2wt;) — (C2 — §2) /W

tan(2wr) =

GLS je invariantni vici linedrnimu posunu dat a je schopen spravné extrahovat signal i pfi
pfitomnosti vyznamného rozdilu v pfesnosti mezi jednotlivymi pozorovacimi nocemi.

8.2 Analytické metody vypoctu faleSného poplachu (Baluevova FAP)

KliCovou otazkou je: Jakd je pravdépodobnost, Ze nalezeny pik v periodogramu o vysce Z je
pouhou nahodnou fluktuaciSumu?Této pravdépodobnosti fikame False Alarm Probability (FAP).

— 25—
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Prohledavame-li frekvencni pasmo od 0 do fuax, Nelze pouZit jednoduché rozdéleni pro jedinou
frekvenci, protoze testujeme stovky az tisice nezavislych frekvenci (problém mnohondsobného
testovanihypotéz).

Roman Baluev (2008) odvodil analytickou horni mez FAP zalozenou na teorii geometrie
nahodnych poli(Ricellv vzorec pro prekroceniprahu):

FAP(Z) <W(Z)+GVZ (1 - z)N-4/2

Kde N je pocet bodl, Z = Pgrs je normalizovany vykon a geometricky faktor G zavisi na
efektivnim rozpéti Casu méreni:

N
G~ 27T1/2fmax Teffa Teff = Z w; (tz - td)Z
=1

Tento analyticky vztah umoziuje okamzity vypocet FAP i pro hladiny 10~ bez nutnosti provadét
miliony zdlouhavych bootstrap simulaci.

8.3 Spektralni okenni funkce a algoritmus CLEAN

Casové rozlozeni pozorovani definuje spektralni okenni funkci (Spectral Window Function):

W(w) =

E e —itwtk

1
N 1

N
k=

Skutecny periodogram P, (w) je konvoluci rediného spektra signalu Pi..(w) se spektralnim
oknem W (w):

Pobs(w) = Ptrue(w) * W(w)

Vlivem denniho cyklu (perioda 24 hodin, frekvence 1 den ! ~ 11,6 uHz) se kolem kazdé reélné
frekvence fo objevujimohutné faledné piky (aliasy) na frekvencich fo &+ 1den ™, fo + 2den .

Algoritmus CLEAN (Roberts et al., 1987) iterativné dekonvoluuje spektralni okno:

1. Nalezne nejvyssipik v periodogramu.

2. Odecte z Casoveé rady odpovidajici sinusovy signal vynasobeny tlumicim faktorem (gain
factorg ~ 0,1).

3. Prepocita periodogram rezidui.

4. Tento proces opakuje, dokud rezidua neodpovidaji bilému Sumu.
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Kapitola 9: Gaussovskeé procesy (Gaussian
Processes) v casovychradach

Pri hledani extrasolarnich planet a studiu proménnych hveézd ¢elime zasadnimu problému: hvézdy
nejsou klidné zafici koule. Jejich povrch pokryvaji rotujici magnetické skvrny, dochazi ke granulaci
a erupcim. Tento stelarni signal tvori korelovany cerveny Sum, ktery snadno napodobi signal
exoplanety. Gaussovské procesy (GP) predstavuji SpiCkovy matematicky aparat pro
neparametrické modelovanitohoto Sumu.

9.1 Matematicka definice Gaussovského procesu

Gaussovsky proces je definovan jako nekonecnérozmeérna kolekce nahodnych proménnych, z
nichz kazda koneéna podmnozina ma sdruzené vicerozmérné normalnirozdéleni:

f(&) ~ GP (m(t), k(t,t';9))
Kde:

e m(t) = E[f(t)]je stfednifunkce (Casto parametricky fyzikaInimodel tranzitu nebo Keplerovy
drahy).

* k(t,t';0) = Cov(f(t), f(t')) je kovarian€ni funkce (jadro - Kernel) parametrizovana
hyperparametry 6.

M&jme vektor naméfenychdaty = (y1,...,yn)T véasecht = (ty,...,tx)T sbilymsumem
méfenia?. Vektorova kovarianéni matice je:

K;; = k(t;,t;;0) + 076,

Logaritmicka marginalnivérohodnost hyperparametrd # ma elegantni analyticky tvar:
1 1 N
Inp(y[t,0) = -5 (¥ - m)"K '(y —m) - 5 Indet K — —~In(2n)

Prvni ¢len méfi shodu modelu s daty, zatimco druhy clen (Indet K) predstavuje pfirozenou
Occamovu britvu penalizujici slozitost jadra.

9.2 Kovariancnijadra pro astrofyziku

Vybérkovariancniho jadra kéduje nase fyzikalni predpoklady o povaze hvézdné variability:
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1. Kvadratické exponencialni jadro (Squared Exponential / RBF)

2
s(r) = A% exp (—E) =it

Popisuje nekonecné hladké, diferencovatelné procesy. V astronomii je Casto nerealisticke,
protoze pfirozené procesy vykazuji drsnost na kratkych skalach.

2. Matérnovo jadro (Matérn 3/2a5/2)

V/Br 5r2 V/5r
k = A2 |1+ + _
Matern52 (’I“) ( L 3 L2 exp L

Idealni pro modelovani granulace a konvektivnich bunék ve fotosfére hvézd.

3. Kvazi-periodickeé jadro (Quasi-Periodic Kernel)

Hvézdné skvrny rotuji s periodou rotace hvézdy P, ale v Case se pomalu vyvijeji a zanikaiji s
charakteristickou dobou zivota Tgecay:

r? r
kop(r) = A?exp | — —I‘sin2( )
qp(r) p< 2 P

9.3 Rychlé skalovatelné vypocty: Algoritmus “celerite”

Standardniinverze matice K € RV*Y avypogcet jejiho determinantu vyzaduiji Choleského rozklad

s vypocetnislozitosti O(N 3). Pro svételnou kiivku z mise Kepler s N = 70 000 body by jediny krok
MCMC trval nékolik hodin!

Daniel Foreman-Mackey a Eric Agol (2017) predstavili revolu¢ni knihovnu ‘celerite” (a nasledné
“celerite2’): Pokud je jadro vyjadieno jako suma exponencialné tlumenych kosina:

J
k(tit;) = Y ajexp(—cjlti —t;]) cos(djlti — ;)
=1

Pak je kovariancni matice K semiseperabilni matici s pasovou strukturou. Choleského rozklad
takové matice Ize provéstv &ase O(N - J2) namisto O(IN?)!

Vypocet, ktery drive trval hodiny, probéhne za 2 milisekundy. To umoznilo simultanni fitovani
desitek tisic svételnych krivek druzic Kepler a TESS.
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Kapitola 10: Stochasticke autoregresni
modely v astrofyzice

Ne vSechny astronomické Casoveé rady vykazuji jasnou periodicitu. Akre¢ni disky kolem cernych
dér, aktivni galakticka jadra (AGN) a blazary vykazuji stochastické kolisanijasu znamé jako ¢erveny
sum (Red Noise) nebo Flicker Noise. K jejich modelovani vyuzivdme spojité stochastické
diferencialnirovnice.

10.1Spojita autoregrese: Modely CARMA(p, q)

Klasické Casové fady v ekonomii vyuzivaji diskrétni modely ARMA(p, q). V astronomii kvdli
nepravidelnému vzorkovani musime prejit ke spojitému ekvivalentu CARMA (Continuous-time
AutoRegressive Moving Average).

Stacionarniproces CARMA (p, g) fddu p autoregrese a g klouzavych prdmérd (g < p) je definovan
stochastickou diferencialnirovnici:

dPy(t) dly(t)

AT (t)
dtp apil—dtp—l P

dtq

dW (t)
dt

+ -+ agy(t) = B, + 54 + W(t)

Kde W (t) je standardni bily Gausstv proces (Brownlv pohyb, dW (t) ~ N (0, dt)).

Spektralni hustota vykonu (PSD) procesu CARMA

Fourierovou transformaci diferencialniho operatoru ziskame analytické vyjadreni vykonového
spektra:

= o2 ‘1 - Z(JZ':l ﬂj(2mf)j‘2

P(f) 2
|20 cn(2mif)F|

Kde a, = 1. Spektrum procesu CARMA je racionalnilomenou funkcifrekvence f2.

10.2 Tlumena nahodna prochazka (DRW) a aktivni galakticka jadra
NejjednodussSim a v extragalaktické astronomii nejuspésnéjsim modelem je tlumena nahodna

prochazka (Damped Random Walk - DRW), coz je proces CARMA(1,0) neboli OrnsteinGv-
Uhlenbecklv proces:
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dy(t) = 1 y(t) dt + ov/dt €(t)
T

Kde:

¢ Tjecharakteristickd dobarelaxace (damping timescale), typicky desitky az stovky dnipro
supermasivni cerné diry.

e ojeamplituda stochastického buzeni.

Autokovariancnifunkce DRW ma jednoduchy exponencialni tvar:

7_0'2 T
kprw (1) = 5 &XP <—|—|>

T

Na nizkych frekvencich (f < 1/7) je spektrum ploché (P(f) o const - bily Sum), zatimco na
vysokych frekvencich (f > 1/7)klesa jako P(f) oc f 2 (Cerveny Sum). Analyza parametr(i T a o ze
svételnych kfivek prehlidek SDSS a ZTF umozhuje odhadnout hmotnost centralni supermasivni
cerné diry bez nutnosti nakladné spektroskopie.
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Kapitola 11: Fotodynamicke modelovani
tranzitnich systému

Kdyz planeta tranzituje pres disk hvézdy, dochazi nejen k poklesu toku v zavislosti na geometrii,
ale projevuji se jemné astrofyzikalni a orbitalni efekty: gravitacni interakce mezi vice planetami
(TTV) a ztemnéni okraje hvézdného disku (Limb Darkening).

11.1 Analyticky model tranzitu podle Mandela a Agola

Svételny tok béhem tranzitu zavisi na profilu vyzafovani hvézdného disku I(r). Vlivem poklesu
teploty smérem k vnéjsim vrstvam fotosféry je okraj disku tmavsinez stred.

evos

= =1 — (1 —p) —ua(l — ), p=cos®=+/1—1r2
Kde r € [0,1] je normalizovanéa radiélni vzdalenost od stfedu hvézdy a w1, us jsou koeficienty
ztemnéni okraje.

Knutson Mandel a Eric Agol (2002) odvodili pfisné analytické rfeseniintegralu prekryvu dvou disk(
pomocieliptickych integrald prvniho (K (k)), druhého (E(k)) a tietiho druhu (TII(n, k)).

Relativnitok F'(p, z) zavisi pouze na dvou bezrozmérnych parametrech:
* p=R,/R,(pomérpoloméru planety a hvézdy)

e 2z =d/R, (normalizovana vzdalenost stfedl obou téles na primétné oblohy)

Diky analytickému rfeSeniMandel-Agolova modelu pocitajimodernibalicky jako ‘batman’nebo
‘jaxoplanet " svételnou kfivku tranzitu za mikrosekundy s pfesnostina trovni 10 .

11.2 Variace ¢asu tranzitti (TTV) a fotodynamické fitovani

V systému s jedinou planetou obihajici kolem osamocené hvézdy jsou tranzity pfisné periodické:
th =to+n-P

Pokud se vsak v systému nachazi dalsi planeta, vyvolava gravitacni poruchy (perturbace) v draze
tranzitujici planety. Tyto poruchy zpdsobuji, Ze tranzity nastavaji o minuty az hodiny drive ¢i pozdéji,
nez predpovida linearni efemerida:
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O_C:tobs_tcalc#o

Tento jev nazyvame Transit Timing Variations (TTV).

Vyznam TTV pro astroinformatiku

¢ Detekce netranzitujicich planet: Planeta, kterd z pohledu Zemé netranzituje, mize byt
jednoznacné odhalena gravitacnim vlivem na tranzitujici planetu.

Primé méreni hmotnosti: Z pouhého tranzituzname pouze polomér planety R,,. Zamplitudy
afaze TTV Ize pfimo spocitat skute¢né hmotnosti obou planet M), a odvodit jejich primérnou
hustotu a chemické slozeni(napr. v soustavé TRAPPIST-1).

Fotodynamické fitovani: Misto fitovani analytické Keplerovy elipsy integruje software v

kazdém kroku MCMC primo pohybové rovnice N-téles pomocisymplektického integratoru
(napf. algoritmus WHFast v balicku 'REBOUND").
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Cast IV: Strojové uéeni: Pokroéila regrese,
klasifikace a shlukovani

Ctvrta Cast rozebird pokrodilé techniky strojového uéeni aplikované na astronomicka data.
Probereme L1 a L2 regularizaci v mnohorozmérnych spektrech, souborové stromy XGBoost a
LightGBM pro fotometricky red-shift, nelinearni manifold learning (t-SNE, UMAP) a shlukové
algoritmy v 6D fazovém prostoru astrometrie Gaia.

—33—
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Kapitola 12: Regularizace a optimalizace v
Data Science

Pri analyze vysokorozmérnych astrofyzikalnich dat (napr. spektra s p = 5000 vinovymi délkami
pro n = 1000 hvézd) ¢elime fundamentalnimu problému: pocet parametrd prevysuje pocet
pozorovani (p > n). V takovych podminkdach ma matice X7X nulovy determinant a standardni
regrese kolabuje vlivem drastického preuceni.

12.1 Kompromis mezi vychylenim a rozptylem (Bias-Variance Tradeoff)

Ocekavana stfedni kvadratickd chyba predikce libovolného modelu f(x) se rozklada na tfi
fundamentalnislozky:

E|(y— f(0)?| = Bias®’[f(x) + Var[f(x)] + o
Vychyleni Rozptyl Neredukovatelny sum

¢ Vysoké vychyleni (Underfitting): Model je pfilis rigidni (napt. prokladani primky
kvadratickymi daty). Ma nizkou variabilitu, ale systematicky mijirealitu.

¢ Vysoky rozptyl (Overfitting): Model je prilis fiexibilni (napf. polynom 20. stupné). Perfektné
prochaziv§emitrénovacimibody v€etné Sumu, ale na novych datech fatalné selhava.

Regularizace zamérné zavadi malé vychylenivymeénou za masivniredukcirozptylu predikce.

12.2L1aL2regularizace: Ridge, LASSO a ElasticNet

Uvazujme linearniregresnimodely = X + €. Regularizovana ztratova funkce ma tvar:

L(B) = lly — X85 + A Q(B)

1. Ridge regrese (L2 regularizace, Tichonov)
2 2 2
Qriage(8) = 1185 = Y _ B
j=1

Penalizuje velké hodnoty vah kvadraticky. Zmensuje koeficienty smérem k nule, ale Zzadny
koeficient nenastavi pfesné na nulu. Analytické feeni: 8 = (XTX + AI)1XTy.
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2.LASSOregrese (L1regularizace, Tibshirani 1996)
p

Qrasso(B) = 181 = _ 184l
=1

Geometricky tvofi L koule mnohostén s ostrymi hroty na osach souradnic. Diky tomu LASSO
provadiautomaticky vybér priznakl (Feature Selection): nastavuje koeficienty irelevantnich
vinovych délek presné na nulu! Vysledny model je fidky (sparse).

3. ElasticNet

1—

(6
— 18113

QElasticNet(ﬁ) = aHﬂHl +

Kombinuje obé metody. V astrofyzice je idealni, pokud jsou pfiznaky silné korelované (napf.
sousednivinové délky ve spektralniabsorpcni care). LASSO by nahodné vybralo jen jeden pixel,
zatimco ElasticNet vybere celou skupinu korelovanych vinovych délek spolecné.
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Kapitola13: Gradient Boosted Trees a
nahodne lesy

Zatimco neuronové sité dominuji nezpracovanym obrazovym a zvukovym datim, pro tabulkova
astrofyzikalni data (katalogy fotometrickych barev, morfologické parametry, astrometrické
indexy) predstavuji souborové metody rozhodovacich stromd absolutni svétovou Spicku v
presnostia efektivite.

13.1Nahodné lesy (Random Forests)

Rozhodovaci strom rozdéluje prostor pfiznaki pravouhlymifezy. V kazdém uzlu hleda atribut z;; a
prah t, ktery maximalizuje pokles necistoty (Giniho index pro klasifikaci nebo stfedni kvadratickou
odchylku pro regresi):

Ny, Nr
Al = Iparent - TIleft - TIright

Jeden strom je nachylny k preuceni. Nahodny les (Leo Breiman, 2001) kombinuje stovky strom(
pomocidvou principd ndhodnosti:

1. Bootstrap Aggregating (Bagging): Kazdy strom trénuje na ndhodném vybéru pozorovani's
opakovanim.

2. Feature Subsampling: V kazdém uzlu vybira algoritmus nejlepsifez pouze znadhodné
podmnoziny m == ,/p priznakd.

Diky de-korelaci strom0 klesa rozptyl celkového souboru umérné 1/ K, kde K je pocet stromd,
aniz by rostlo vychyleni!

13.2 Gradient Boosting (XGBoost, LightGBM a CatBoost)
Zatimco stromy v nahodném lese rostou nezavisle vedle sebe, Gradient Boosting stavi stromy
sekvencné: kazdy novy strom se uci opravovat rezidualni chyby predchoziho souboru.

Méjme v kroku m — 1 soubor F,,_1(x). V kroku m spocitdme zédporny gradient ztratové funkce
(pseudo-rezidua):

Tim = = [W] F=F,
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Novy strom h,,(x) natrénujeme na predikci téchto rezidui a aktualizujeme model:
Fm(x) = Fm—l(x) + nhm(x)
Kden € (0, 1] je rychlostuceni(Learning Rate).

¢ XGBoost (Chen & Guestrin, 2016): Vyuziva Taylor(Qv rozvoj ztratové funkce do druhého fadu
(gradientiHessian) a explicitni regularizaci slozitosti stromu.

¢ LightGBM (Microsoft): Roste podle listd (Leaf-wise) namisto podle Urovni a diskretizuje

priznaky do histogramovych kosu, coZ zrychluje trénovanina miliardovych katalozich az 20-
krat.

Aplikace: Fotometricky odhad rudého posuvu (Photo-z)

Pro miliardy galaxiiv prehlidkach LSST a Euclid nelze pofidit spektra. Zndme pouze toky v nékolika
Sirokopasmovych filtrech (u, g, r, %, z, y). Gradient Boosted Trees dokaziztéchto 6 barev
predpovédét kosmologicky rudy posuv z s pfesnostio. /(1 + z) < 0,015!
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Kapitola14: Pokrocila redukce dimenzionality
a nelinearni vnoreni

Astrofyzikalni objekty jsou reprezentovany ve vysokorozmérnych prostorech (napr. 1D spektrum s
4000 pixely). Skutecna vnitini dimenzionalita fyzikalniho procesu (napr. efektivni teplota Tess,
gravitace log g, metalicita [Fe/H] a mikroturbulence) je v§ak dramaticky nizsi (D ~ 3 az 5). Cilem
redukce dimenzionality je nalézt tuto nizkorozmeérnou varietu (manifold).

14.1 Funkéni analyza hlavnich komponent (Functional PCA)
Klasicka metoda PCA zachazi se spektrem jako s diskrétnim vektorem Cisel a ignoruje, ze vinova

délka je spojitd fyzikalni osa. Funkéni PCA (FPCA) modeluje spektrum jako spojitou funkci
Xz()‘) € L2[)‘min7 Amax]:

K
X;(A) = p(A) + Zfik%/fk()\) + €;(A)
k=1
Kde 11(A) jsou ortonormalni spojité vlastni funkce kovarianéniho integralniho operatoru:

/ K0 N )e(N) dN = Axtp(A)

A koeficienty &ix = [(X3i(A) — 1(A))Yr(A)dA jsou hlavni funkeni skdre. FPCA je pfirozené imunni
vicimezeram ve spektrech ardznému rozliSenirdznych spektrograf(.

14.2 Nelinearni manifold learning: t-SNE a UMAP

Linearni metody jako PCA selhavaji, pokud je fazovy prostor zakriveny (napf. spiralni struktura
nebo nelinearni termonuklearni evoluce hvézd v Hertzsprung-Russelloveé diagramu).

1. t-SNE (t-Distributed Stochastic Neighbor Embedding)

Prevadieukleidovské vzdalenosti mezi body ve vysokorozmeérném prostoru na podminéné
pravdépodobnosti sousedstvi:

exp(—|lx; — x,*/207)
ki exp(—|lxi — xx/*/207)

Dji =
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V' nizkorozmérném prostoru (2D) modeluje vzdalenost pomoci Studentova t-rozdéleni s 1

stupném volnosti (Cauchyho rozdéleni), coz eliminuje problém shlukovani bodd ve stfedu
(Crowding Problem):

ol vy
i =
! Dok Zz¢k(1 + llyx — yill?) !

Optimalizace minimalizuje Kullback-Leiblerovu divergenci Dgp, (P||Q) = Y. i Dij In(p;;/qi;)-

2. UMAP (Uniform Manifold Approximation and Projection)

Zalozeny na teorii Riemannovy geometrie a algebraické topologie (fuzzy simplicialni komplexy).
e Je matematicky rigoroznéjsinez t-SNE.
e Zachovava nejenlokalnisousedstvi, ale i globalni topologickou strukturu dat.

e Jerfadoveé rychlejsiaumoznuje promitani novych dosud nevidénych dat do existujiciho 2D
prostoru.
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Kapitola15: Prostorove shlukovani ve fazovém
prostoru

Astrometricka druzice Gaia méfi pro stovky milion hvézd Sestirozmérny fazovy prostor: polohu
na obloze («,d), vzdalenost z paralaxy d = 1/, vlastni pohyby (u, us) a radidlni rychlost v,.
Hledani gravitacné vazanych struktur (otevienych hvézdokup, asociaci a rozpadlych trpaslicich
galaxii) vyzaduje pokrocilé shlukoveé algoritmy.

15.1 Algoritmus HDBSCAN s proménnou hustotou

Klasicky algoritmus k-means predpoklada sférické shluky stejné velikosti a DBSCAN vyzaduje
globalni parametr hustoty €, coz je v astronomii nepouzitelné - hustota hvézdného pole v roviné
Galaxie je tisickrat vyssinez v galaktickém halu.

HDBSCAN (Hierarchical DBSCAN - Campello et al., 2013) pfekonava tato omezeni:
1. Transformuje prostor pomocivzajemné dosazitelnosti (Mutual Reachability Distance):

dmreach—k(a, b) = max {corex(a), corei(b), d(a,b)}

Kde coreg(x) je vzdalenost k k-tému nejbliz§imu sousedovi.

2. Sestrojiminimalni kostru grafu (Minimum Spanning Tree) a prevede ji na hierarchicky
dendrogram shlukd.

3. Kondenzuje strom podle minimalnivelikosti shluku N ;.

4. Vybere stabilni shluky integracijejich Zivotnostiv diagramu persistence: A = 1/e.

Body s nizkou stabilitou jsou automaticky oznaceny jako Sumové pozadi.

15.2 Objevovani hvézdnych proudu a relikt(i Gaia-Enceladus

Kdyz trpasli¢i galaxie spadne do gravitacniho potencialu Mlécné drahy, slapové sily ji roztrhaji na
dlouhé filamentérni Utvary - hvézdné proudy (Stellar Streams). V realném prostoru (z, y, ) jsou
tyto hvézdy rozptyleny pres celou oblohu a nelze je rozeznat od béznych hvézd disku.

V prostoru integrall pohybu (energie E a slozek momentu hybnosti L., L | ) vSak zistavaji tyto
hvézdy navzdy shluknuté v kompaktnich strukturach!

Aplikaci algoritmi HDBSCAN a Gaussovskych smésnych modell (GMM) na data Gaia DR2 a DR3
objevili astronomoveé (Helmi et al., 2018; Belokurov et al., 2018) relikt gigantické srazky - galaxii

— 40—
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Gaia-Enceladus (Gaia Sausage), ktera se s nasi Galaxii sloucila pred 10 miliardami let a tvofi
vétsinu vnitfniho galaktického hala.

— 41—
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Cast V: Hluboké neuronové sité (Deep
Learning) v astrofyzice

Pata cast otevira svét moderni umélé inteligence. Zkouma optimalizaci hlubokych architektur,
konvolu¢ni sité (CNN) pri detekci silnych gravitacnich cocek, Vision Transformery na
multispektralnich obrazech, difuzni generativni modely pro super-rozliSeni a fyzikalné
informované sité (PINN).

—42 —
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Kapitola 16: Architektury a optimalizace
hlubokych siti

Zatimco klasické strojové uc¢enivyzadovalo ruéni extrakci pfiznakd (Feature Engineering), hluboké
uceni (Deep Learning) se ucireprezentace pfimo ze surovych dat (pixeld, spektralnich tokd).

16.1Vicevrstvy perceptron a aktivacni funkce

Vicevrstvy perceptron (MLP) sklada afinni transformace prolozené nelinearnimi aktivacnimi
funkcemio:

ho — & (wa)h(z—l) i b<l>)
Zatimco historickd funkce ReLU(z) = max(0, z) trpi problémem ,umirajicich neuroni” (nulovy

gradient prox < 0), vmoderniastrofyzice dominuji hladké nelinearity:

e GELU (Gaussian Error Linear Unit):
GELU(z) = z ®(x) ~ 0,5z(1 + tanh(v/2/7(z + 0,0447152°))). Standard v
transformerovych architekturach.

e Swish / SiLU: Swish(z) = z - sigmoid(Bz). Vykazuje lepsi gradientnitoky v hlubokych sitich.

16.2 Optimalizatory: AdamW a Cosine Annealing

Optimalizace ztratové funkce L(W) v prostorech s miliony parametrd vyzaduje adaptivni
stochastické metody.

Algoritmus AdamW (Loshchilov & Hutter, 2019) opravuje fundamentalni chybu pUvodniho
Adamu v implementaci L2 regularizace. Oddéluje pokles vah (Weight Decay) od adaptivniho
odhadu momentd:

m; = fimy 1 + (1 - B1)gs, vi = Bovi1 + (1 — Bo)g;
m
Wi =W, —n | ——=— + AW,
\/‘A’t + €
Spolec¢né s kosinovym planem uéeni (Cosine Annealing) s fazi zahrivani (\Warmup):

Sy — m) {1+ ‘
71t = Tlmin 2 Mmax — TJmin COS Tmax s
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zabranuje uviznutiv mélkych lokalnich minimech a dosahuje vynikajicizobechovaci schopnosti.
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Kapitola 17: Konvolucni neuronove sité (CNN)
asegmentace

Konvoluéni neuronové sité (CNN) vyuzivaji fundamentalni symetrie obrazovych dat: translacni
invarianci a lokalni prostorovou korelaci pixelQ.

17.1Rezidualni architektury (ResNet)

Pri zvySovani hloubky klasickych konvolucnich siti dochazi k degradaci gradientu: hlubsi sit
vykazuje vyssi trénovaci chybu nez mélka. Kaiming He et al. (2016) vyresili tento problém
zavedenim rezidualnich spojeni (Skip Connections):

X1 = Fx, W) +x;

Vrstva se neudi pfimo cilové zobrazeni H(x), nybrz rezidudlni odchylku F(x) = #H(x) — x.
Gradient mUze proudit pfimo pres jednotkovou identitu bez jakéhokoliv tlumeni napfic¢ stovkami
vrstev.

17.2 Architektura U-Net a detekce gravitacnich cocek

Pro sémantickou segmentaci difuznich mlhovin a detekci slabych gravitacnich obloukd se vyuziva
architektura U-Net (Ronnebergeretal., 2015).

Sklada se ze dvou vetvi:
1. Kontrakéni vétev (Encoder): Postupné zmensuje prostorové rozliSeni pomocikonvolucia

max-poolingu, zatimco roste pocet pfiznakovych kanald. Zachycuje globalnikontext.

2. Expanzni vétev (Decoder): Zvétsuje prostorové rozliSeni(transponované konvoluce /
upsampling).

3. Pricna preskoceni (Skip Connections): Pfenaseji vysokofrekvencniprostorové detaily prfimo
zkodéru do dekodéru na odpovidajici Urovnirozliseni.

Aplikace v misi Euclid

V datech vesmirného dalekohledu Euclid skenuje sit U-Net miliony galaktickych kup avrealném
Case segmentuje nepatrné prohnuté oblouky pozadnich galaxii deformované temnou hmotouv
popredi(Einsteinovy prstence). To, co dfive vyZzadovalo tydny vizualnikontroly, probiha rychlosti
50 snimkU za sekundu najednom GPU,
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Kapitola 18: Transformery a sekvencnimodely
pro astronomicka data

Mechanismus samopozornosti (Self-Attention), predstaveny v roce 2017 (Vaswani et al.),
zpUsobil revoluci v analyze sekvenci a v podobé Vision Transformeri (ViT) prekonava klasické
konvoluénisitéiv pocitaCovém videéni.

18.1 Matematika mechanismu Multi-Head Attention

Méjme sekvenci vstupnich vektord X € RV*4, Vynasobenim trénovatelnymi maticemi vah
Wo, Wk, Wy € R ziskdme matice dotaz(i (Q), kligt (K) ahodnot (V):

Q=XWgp, K=XWg, V=XWy

Skalarni souc¢inova pozornost (Scaled Dot-Product Attention) je definovana vztahem:

T
Attention(Q, K, V) = softmax ( QI;_ )V
k

Clen # zabranuje saturacifunkce softmax pro vysoké dimenze.
k

V Multi-Head Attention se tento vypocet provadi paralelné v h nezavislych hlavach pozornosti,
cozmodelu umoznuje sledovat vztahy na rlznych fyzikalnich skaldch soucasné:

¢ Jedna hlava sleduje kratkoperiodické fluktuace granulace.

¢ Jina hlava monitoruje dlouhodoby trend zplsobeny rotaci magnetickych skvrn.

18.2 Vision Transformers (ViT) na astronomickych snimcich

Zatimco CNN ma lokalni receptivni pole omezené velikosti konvolu¢niho jadra (3 x 3 pixely),
Vision Transformer rozdéli astronomicky snimek na matici nespojitych dlazdic (napr. 16 x 16
pixel(), kazdou dlazdicilinearné promitne na vektor a zpracuje ji jako token v sekvenci.

Diky globalni samopozornosti dokaze ViT v jediné vrstvé porovnat zareni v jadru galaxie se
strukturou vnéjsich slapovych ramen vzdalenych stovky pixeld. Na rozsahlych prehlidkach
dosahuiji ViT vy$si presnosti v klasifikaci morfologie galaxii nez jakakoliv konvolucni sit.
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Kapitola 19: Generativnimodely v
astronomickém zobrazovani

Zatimco diskriminacni modely pocitaji p(y|x), generativni modely se uc¢i modelovat sdruzené
rozdéleni pravdépodobnosti dat p(x). Umoziuji rekonstruovat zasuména méreni, provadét
super-rozliSeni a syntetizovat realistické vesmirné struktury.

19.1Varia¢ni autoenkodéry (VAE)

VAE (Kingma & Welling, 2013) kéduje vstupni obraz x do parametrl pravdépodobnostniho
rozdélenivlatentnim prostoruz ~ g4(z|x) = N (px, Xx).

Trénovacikritérium maximalizuje dolni mez variacni evidence (ELBO):
log p(x) > Ey,(4/x) [log po(x|z)] — Dkr(gy(2[x) || p(z))

Prvni ¢len méfi vérnost rekonstrukce, zatimco druhy Clen nuti latentni reprezentaci odpovidat
standardnimu gaussovskému rozdélenip(z) = N (0, I).

Spojity latentni prostor VAE umoziuje plynulou interpolaci mezi riznymi typy galaxii a identifikaci
fyzikalnich pfechodovych stav(.

19.2 Difuzni pravdépodobnostni modely (Score-based Diffusion)

Difuzni modely (Sohl-Dickstein et al., 2015; Song et al., 2020) predstavuji soucasny absolutni
vrchol generativniho modelovani.

Proces sestava ze dvou fazi popsanych stochastickymi diferencialnimi rovnicemi (SDE):

1. Dopredny proces (Forward process): Postupné pridava ke snimku gaussovsky Sum, az se
obrazzcela proméniv bily Sum:

dx = f(x,t)dt + g(t) dw

2.Zpétny proces (Reverse process): Casové obracena SDE umoziiuje z &istého ndhodného
$umu rekonstruovat pdvodnisignal:

dx = [f(x7 t) — g(t)va Ingt(x)il dt + g(t) dw

Neuronova sit se u¢iodhadovat skére funkcisy(x, t) ~ V, log p;(x).
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V astroinformatice difuzni modely exceluji v dekonvoluci a super-rozliSeni: z rozmazaného

snimku z pozemniho dalekohledu dokazi odstranit atmosférické rozostreni a rekonstruovat jemné
detaily odpovidajici kosmickému teleskopu.
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Kapitola 20: Fyzikalné informované neuronové
sité (PINN)

Bézné neuronové sité fungujijako ,Cerné skfinky“ - optimalizuji pouze shodu s trénovacimi daty a
mohou predikovat fyzikalné nemozné stavy (poruSeni zachovani energie, zaporné hustoty,
nadsvételné rychlosti). Fyzikalné informované sité (Physics-Informed Neural Networks - PINN)
zaclenuji fundamentalni diferencialnirovnice pfimo do trénovaciho procesu.

20.1Matematicky ramec PINN

Uvazujme nelinearni parcialni diferencialnirovnici (PDE) popisujici astrofyzikalni proces:
Dlu(x,t)] = f(x,t), xe€Q, tel0,T]

Neuronova sit ug(x, t) s vahami 6 aproximuje neznamé feseni. Vyuzitim automatické diferenciace
(Automatic Differentiation) dokaze pocitac spocitat presné derivace sité podle prostorovych
souradnic x a Casu t na strojovou presnost (bez aproximacnich chyb konecnych diferenci).

Celkova ztratova funkce PINN kombinuje datovou a fyzikalni slozku:
L(0) = Lqata(9) + Appe LrpE(F) + ABc LBC(0)
Kde reziduum diferencidlnirovnice je vyhodnocovano na souboru kolokac¢nich bodd {x , tj}j-vzcl
1

~ N,

LppE (0 | Dlue(xj,t)] — f(xj,t)]

J=1

20.2 Aplikace: Hydrostaticka rovnovaha a rychlé neuronové emulatory

1. Struktura hvézdnych fotosfér: PINN fesi simultanné rovnici hydrostatické rovnovahy

GM(r)p(r Ly v s At v v v
% = —% arovnici prenosu zareni. Sit nalezne reseni za zlomky sekundy, coz

umoznuje fitovat miliony spektervrealném Case.

2. Kosmologické neuronové emulatory: PIné hydrodynamické simulace vzniku galaxiia temné
hmoty vyzaduji miliony procesorovych hodin na superpocitacich. PINN natrénovana jako
emulator dokaze predpovédét nelinearni vykonové spektrum hmoty P(k) pro libovolnou
kombinacikosmologickych parametrd (€2, 2, o5, ng, wo) béhem 5 milisekund s chybou
pod 0,5 %.
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Cast VI: Petabajtové prehlidky, BigDataa
distribuovane systémy

Sestd ¢ast analyzuje architekturu modernich velkoobjemovych prehlidek. Zabyvéa se prostorovou
pixelizaci nebeské sféry (HEALPix), sloupcovymi analytickymi databazemi (Parquet, Arrow,
DuckDB), distribuovanym zpracovanim dat na vypocetnich clusterech (Dask, Ray) a masivné
paralelni GPU akceleraci.
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Kapitola 21: Architektura petabajtovych
prehlidek nové generace

Vstupujeme do éry, kdy astronomicka data nelze uchovavat na lokalnich discich a védecké
dotazy nelze provadét stazenim souborl na vlastni pocitac. Zkoumani vesmiru se presouva k
principu ,pfived’ kod k datiim“ (Code-to-Data Paradigm).

21.1Vera C. Rubin Observatory (LSST)

Observator Véry Rubinové v Chile predstavuje vrchol moderniho inzenyrstvivelkych dat:

¢ Teleskop Simonyi Survey: Tfizrcadlovy anastigmat (prlimér primarniho zrcadla 8,4 m) se
zornym polem 3,5° (9,6 deg?, coz odpovida plose 40 mésiénich Uplika).

e KameraLSST: Nejvétsidigitalnikamera v déjinach lidstva. Ma 3,2 miliardy pixell chlazenych
na —100 °C ajeji ohniskova rovina se sklada ze 189 védeckych CCD senzord.

¢ Datovy objem: Kazdych 37 sekund pofidi dalekohled dva 15sekundové snimky. Kazdou noc
vygeneruje zhruba 20 terabajtl surovych dat, cozbéhem 10 let predstavuje pres 60
petabaijtli surovych obrazu a findlni katalog o velikosti 15 petabajtii tabulkovych dat s 37
miliardami objektU.

21.2 Alertoveé toky v realném Case: Apache Kafka v astronomii

ZasadniinovaciLSST je schopnost detekovat proménné a transientnijevy vrealném Case:

1. Kazdy nové porizeny snimek je do 60 sekund zkalibrovan a digitalné odecten od hlubokého
referencniho Sablonového snimku téze oblasti oblohy (Image Differencing).

2. Narozdilovém snimku algoritmy detekujivSechny body, kde doslo ke zméné jasu nebo
polohy s vyznamnosti > 5o.

3. Pro kazdou takovou udalost vygeneruje systém svételny alert ve formatu Apache Avro
obsahujici souradnice, fotometrii, vyrez snimku (30 x 30 pixeld) a historickou svételnou
kfivku.

Béhem jediné nocisystém vygeneruje az 10 milion alertd! Tyto zpravy jsou v redlném case
streamovany distribuovanym systémem Apache Kafka do komunitnich brokerd (napt. ALeRCE,
Lasair, Fink, Antares), kde strojové uceni do nékolika sekund klasifikuje supernovy, blizkozemni
asteroidy a optické protéjsky gravitacnich vin a automaticky spousti ndvazna pozorovani
robotickymi teleskopy po celé zemékouli.
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Kapitola 22: Sférické indexovani a masivni
prostorove dotazovani

Rektascenze o a deklinace & tvofi soufadnice na zakfivené kulové plose S2. Standardni
databazové indexy (B-stromy) selhdvaji na pdlech a pfi vypoctu uhlovych vzdalenosti. Pro
efektivnivyhledavanina sféfe musime vyuzit specializované hierarchické pixelizacni systémy.

22 .1HEALPix (Hierarchical Equal AreaisoLatitude Pixelization)
Systém HEALPix (Gorski et al., 2005), plvodné vyvinuty pro analyzu reliktniho zafeni z mise
Planck, je globalnim standardem sférické astroinformatiky.

Klicové vlastnosti HEALPix:

1. Pfisné stejna plocha: VSechny pixely na dané urovni déleni maji naprosto identickou plochu.
Integraly pres sféru se redukujina prosté sumy pres pixely bez nutnostivazeni!

2. 1zo-8itkova distribuce: Stredy pixelli lezi na izolovanych rovnobézkach stalé deklinace, coz
zasadné urychluje vypocet sférickych harmonickych funkci Yz, .

Délenisféry zacina 12 zékladnimi kosoctvercovymibazovymi pixely. Kazdy pixel je hierarchicky
délen na 4 mensipixely. Urover rozli$eniuréuje parametr Ny4. = 2F, celkovy pocet pixeldje:

NPiX =12 stide

Pro Ngge = 212 = 4096 mé sféra pfes 200 milionl pixell s Uhlovym rozli$enim 51,5".

22.2 Prostorovy cross-matching v miliardach zdroju

Castou Ulohou je ztotoznit objekty ze dvou obfich katalog( (napt. Gaia DR3 s 1,8 miliardami hvézd
a AlIWISE s 747 miliony infracervenych zdrojd) v zadaném polomérur < 17,

Naivni algoritmus vyzaduje O(NV; - N,) ~ 10'® porovnani, cozje neproveditelné.

Moderni algoritmy vyuzivaiji:

e HEALPix indexovani: Objekty jsou rozdéleny do kosikl podle indexu pixelu. Porovnavajise
pouze body lezZicivtomtéz pixelu ajeho 8 bezprostrednich sousedech.

* 3D kartézské kd-stromy: Sférické soufadnice («, §) jsou prevedeny na 3D jednotkové
vektory:
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x =cosdcosa, Yy=cosdsina, z=sind

Uhlové vzdélenost § odpovida eukleidovské t&tivové vzdalenostid = 2sin(6/2). Vyhledavani
v binarnim stromu zredukuje slozitost na O( N7 log N2), takze cross-match miliardovych
katalogl probéhne na modernipracovni staniciza méné nez 15 minut.
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Kapitola 23: Sloupcoveé formaty a moderni
analytické databaze

Po vice nez 40 let byl format FITS kralem astronomickych tabulek. V éfe katalogl s miliardami
radkd a stovkami atributl vSak tradicni radkové orientované formaty a relacni SQL databaze
(PostgreSQL) narazejina hardwarové limity.

23.1Sloupcové formaty: Apache Parquet a Arrow

Pri typické astrofyzikalni analyze nds zajima pouze nékolik sloupcl z celkového poctu stovek
parametrl (napf. pouze rektascenze, deklinace a paralaxa pro vypocet vzdalenosti).

* Radkovy format (FITS, CSV): Data jsou na disku ulozena po celych fadcich:
(1,91, 21, magi, . . .|, [z2, Y2, 22, mags, . . .]. Pro pfectenijednoho sloupce musidisk nacist
vSechna data vSech atributa.

¢ Sloupcovy format (Columnar - Apache Parquet): Kazdy sloupec je ulozen samostatnév
souvislém bloku bajtl na disku: [z, s, ..., ZN], [Y1, Y2, - - -, YN].

Vyhody formatu Parquet v astroinformatice:

1. Projekéni pruning: Dotaz Cte zdisku vyhradné ty sloupce, které jsou uvedeny v klauzuli
"SELECT . /O zatézklesa 0 90 az 95 %!

2. Extrémni komprese: Sloupec téhoz datového typu (napr. float32 paralaxy) vykazuje vysokou
redundanci. Algoritmy jako Snappy nebo Zstandard dosahujikompresniho poméru4 : 1 az
10 : 1.

3. Statistiky blokl: Kazda skupina fadkl (Row Group) obsahuje v metadatech minimaini a
maximalnihodnotu. Pokud dotaz obsahuje podminku "WHERE mag <157, celé bloky s
minimem > 15 jsou okamzité preskoceny bez cteniz disku.

23.2 Moderniin-memory OLAP databaze: DuckDB a ClickHouse

Pro lokalni i clusterovou analyzu petabajtovych tabulek nahrazuji tradi¢ni SQL servery moderni
vektorizované OLAP databaze:

e DuckDB: ,SQLite pro analyticka data“. Bézi primo uvnitf procesu Pythonu bez nutnosti
instalace databazového serveru. Dokaze dotazovat Parquet soubory na disku nebo v cloudu
(Amazon S3) pIné paralelné s vyuzitim SIMD instrukci procesoru:
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import duckdb

<h1>Analyza 100 milion0 hvézd z Parquet souboru za zlomek sekundy</h1>
sql_query = \"\"\"
SELECT
floor(ra/10)*10 AS ra_bin,
avg(phot_g mean_mag) AS mean_g,
count(*) AS n_stars
FROM 'gaia_dr3 source_*.parquet'
WHERE parallax > 10.0 AND parallax_over_error > 5.0
GROUP BY ra_bin
ORDER BY ra_bin
AR

res = duckdb.query(sql_query).df()

* ClickHouse: Masivné distribuovana sloupcova databaze schopna agregovat miliardy fadka
za sekundu na distribuovanych serverech.
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Kapitola 24: Distribuovane vypocty v Pythonu

Kdyz objem astrofyzikalnich dat nebo vypocetni narocnost simulace prekroci limity jednoho
pocitace, musime vypocet distribuovat pres vypocetni uzel (cluster) se stovkami procesorovych
jader a terabaijty distribuované pameéeti.

24.1Skalovani s knihovnou Dask

Knihovna Dask poskytuje nativni paralelni a distribuované vypocty v Pythonu s rozhranim, které
vérné kopiruje NumPy a Pandas:

1. Dask Array: Rozdéluje multidimenzionalni pole na mensibloky (chunks). Umoznuje provadét

operace linearni algebry nad poli o velikosti stovek gigabajtu, kterad se nevejdou do RAM:

import dask.array as da <hl>Virtudlni pole 100 000 x 100 000 prvk( rozdélené na bloky 5000
X 5000</h1> x = da.from_zarr('giant_simulation_cube.zarr') mean_profile = x.mean(axis=(1,

2)).compute() # Paralelni vyhodnoceni

2. Dask DataFrame: Paralelni tabulkovy procesor skladajici desitky Pandas datovych ramcd.

3. Dask Distributed: Distribuovany planovac uloh (Scheduler), ktery dynamicky fidi tok grafu
zavislostiuloh (DAG) pres klastry fizené systémy Slurm, PBS nebo Kubernetes.

24.2 Knihovna Ray pro masivni paralelismus tloh

Zatimco Dask je optimalizovan pro strukturovana tabulkova a maticova data, knihovna Ray (UC
Berkeley) pfedstavuje univerzalni distribuovany vypocetni framework nové generace:

e Stateless ulohy (Tasks): Asynchronnidistribuované funkce spousténé dekoratorem
‘@ray.remote’.

e Stateful aktéri (Actors): Distribuované tridy zachovavaijici stav v paméti (napr. bézici orbitalni
simulace nebo instance neuronove sité).

* Ray Tune: Spickovy nastroj pro masivné distribuované ladéni hyperparametrd bayesovskych
aneuronovych modelu.
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Kapitola 25: Akcelerace na GPU a tenzorove
simulace

Grafické procesory (GPU) disponuiji tisici specializovanymi pocetnimi jaddry schopnymi masivné
paralelniho provadéni operaci s plovouci radovou carkou. V astroinformatice prinasi presun
vypoctlz CPU na GPU zrychlenio 2 az 3fady (100 x az 1 000x).

25.1Ekosystém CuPy: Okamzita GPU akcelerace

Knihovna CuPy je drop-in nadhradou za NumPy na grafickych kartach s architekturou NVIDIA
CUDA:

import cupy as cp

<h1>Alokace a maticovy soucin na GPU v case zlomk( milisekund</h1>
A _gpu = cp.random.randn(5000, 5000, dtype=cp.float32)

B _gpu = cp.random.randn(5000, 5000, dtype=cp.float32)

C_gpu = cp.matmul (A_gpu, B_gpu)

cp.cuda.Stream.null.synchronize()

Klicové vyhody:
e |dentické APljako NumPy (‘cp.fft.fft’, ‘cp.linalg.svd’, ‘cp.sum’).

e Vlastnikompilace CUDA jader pomoci cp.RawKernel pro specifické astronomické operace
(napf. vypocet fazovych uhll nebo detekce zdrojd na snimcich).

25.2 Diferencialni astrofyzika s knihovnou JAX

Knihovna JAX (Google Research) spojuje automatické derivovani podle Autogradu s
optimalizujicim kompilatorem XLA (Accelerated Linear Algebra) pro GPU a TPU:

1. jax.grad": Automaticky derivuje jakoukoliv matematickou funkciv Pythonu do libovolného
radu. Zcela eliminuje nutnost rué¢niho odvozovani gradientd pro HMC vzorkovace nebo
optimalizatory!

2. ‘jax.jit": Just-In-Time kompilace Python kddu do vysoce optimalizovaného strojového kédu
GPU. Slouci sériimaticovych operacido jediného GPU kernelu (Kernel Fusion), ¢imz eliminuje
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pamétova Uzka hrdla.
3. jax.vmap : Automaticka vektorizace funkcipres davky (batches) bez nutnostiru¢niho

prepisovani cykld.

Moderniknihovny jako ‘jaxoplanet’ pocitaji tranzitni svételné kfivky a Keplerovy drahy pro tisice
planet soucasné na GPU rychlostimiliond vyhodnoceniza sekundu, coZz umoznuje plnohodnotné
globalnibayesovské fitovani celych prehlidek.
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Cast VII: Prilohy, repetitoria a sbirka
védeckych algoritmu

Zavérecna Cast monografie poskytuje referencni zazemi: detailni matematicka odvozeni
fundamentalnich vztah(, programatorsky tahdak modernich védeckych balickd, sbirku 15 plné
komentovanych vypocetnich uloh v Pythonu a encyklopedicky glosar pokrocilé astroinformatiky.
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Dodatek A: Matematicka odvozeniklicovych
vztahu

V tomto dodatku uvadime pfisnd matematicka odvozeni tfi fundamentalnich vztahl pouzivanych
napric¢ pokrocilou astroinformatikou.

A.10dvozeni Fisherovy informacni matice pro gaussovska data
Uvazujme vektor méfeniy ~ N (u(6), X(6)). Logaritmicka vérohodnost mé tvar:
1 1 N
£(0) = —Eln det X — E(y —wI'E Yy —p) - 7ln(27r)

Aplikaci operatoru stfednihodnoty na druhou derivaci E[—0%£/06,00;] odvodil S. S. Sitter slavnou
Whittleovu formuli:

IZJ(Q) = + —Tr

00; = 09, " 2

out 0 1 L, 0% _ ;0%
— by >l =
90; 90;

Prvni ¢len odpovida informaci obsazené ve zméné stfedni hodnoty (napf. tvaru spektraini cary),
druhy ¢len odpovidainformaci obsazené ve strukture kovarianci Sumu.

A.2 Odvozeni akceptacniho poméru v Metropolisové-Hastingsoveé
algoritmu

Necht =(f) je cilovd pravdépodobnost a ¢(#'|6) navrhovéa hustota. Prechodova
pravdépodobnost je:

PO — 0") = q(0'|0)a(6,6")
Podminka detailnirovnovahy vyzaduije:
7(6)q(6'10)a (60, 6') = m(6')q(616')x(6, 6)
Upravou poméru ziskame:

a(6,6") _ =(0')q(6]6")

a(6,0)  w(6)q(6']0)

Aby byla maximalizovana pravdépodobnost pfechodu, volime a < 1:
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N, 7(0)a(9l9)
o(6,¢) = min (1’ W)

Coz dokazuje platnost Hastingsa vztahu.
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Dodatek B: Programatorsky referencni
manual modernich knihoven

Struény prehled syntaxe klicovych Python knihoven pokrocilé astroinformatiky.

1. 'emcee’ - Affine-Invariant MCMC

import emcee
import numpy as np

def log prob(theta, x, y, yerr):

lp = log prior(theta)
if not np.isfinite(lp):
return -np.inf
return 1p + log_likelihood(theta, x, y, yerr)

nwalkers, ndim = 32, 5
sampler = emcee.EnsembleSampler(nwalkers, ndim, log prob, args=(x, y, yerr))
state = sampler.run_mcmc(initial pos, 5000, progress=True)

samples = sampler.get_chain(discard=1000, thin=15, flat=True)

2. “celerite2” - Skalovatelné Gaussovské procesy

import celerite2
from celerite2 import terms

<h1>Kvazi-periodické SHOTerm jadro</h1>
kernel = terms.SHOTerm(S0=1.0, we=2.0, Q=10.0) + terms.RealTerm(a=0.5, c=0.1)
gp = celerite2.GaussianProcess(kernel, mean=0.0)

gp.compute(t, yerr=sigma_y)

log 1ik = gp.log likelihood(y)
mu, var = gp.predict(y, t=t pred, return_var=True)
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3. 'dynesty’ - Dynamicky Nested Sampling

import dynesty

<h1>ptform mapuje jednotkovou hyperkrychli [@, 1]~D na prostor parametri</hl>

dsampler = dynesty.DynamicNestedSampler(log likelihood, prior_transform,
ndim=4)

dsampler.run_nested()

results = dsampler.results

log evidence = results.logz[-1]
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Dodatek C: Sbirka 15 reSenych vypocetnich
uloh v Pythonu

V tomto dodatku uvadime prehled 15 komplexnich feSenych astrofyzikalnich uloh pokryvaijicich
celou sifi pokrocilé astroinformatiky:

1

3.

4

10.

11.
12.

13.

14.

15.

.Uloha1: Vypocet SVD komprese a spektralni dekompozice 10 000 galaktickych spekterz

prehlidky SDSS.

.Uloha 2: Konstrukce Fisherovy informacni matice pro odhad kosmologickych parametr(

(Qm, wo, w,) z prehlidky supernov SNLS.

Uloha 3: Implementace Yorkova algoritmu oboustranné linearniregrese na kalibracirelace
Tully-Fisher.

.Uloha 4: Analyticka konstrukce Jeffreypsova apriorniho rozdéleni pro parametry

exoplanetarniho tranzitu.

.Uloha 5: Vlastniimplementace Metropolis-Hastings vzorkovace s diagnostikou

konvergence Gelman-Rubin R.

.Uloha 6: ParalelniMCMC analyza svételné kiivky exoplanety Kepler-1654b pomociknihovny

‘emcee’.

.Uloha 7: Vypocet marginalni evidence Z a Bayesova faktoru mezi modely jedné a dvou

planet pomociknihovny ‘dynesty".

.Uloha 8: Detekce rotace hvézdy pomocizobecnéného Lomb-Scargleova periodogramu a

Baluevovy FAP zdat TESS.

.Uloha 9: Filtrace stelarni granulace a hvézdnych skvrn pomoci gaussovskych procesd s

balickem ‘celerite2’.

Uloha 10: Modelovani stochastického Gerveného §umu v kvasaru 3C 273 pomocispojitého
procesu CARMA(1,0).

Uloha 11: Fotodynamické fitovani TTV poruch a odhad hmotnosti dvou planet v rezonanci 2:1.

Uloha12: Fotometricky odhad rudého posuvu (Photo-z) galaxii pomoci Gradient Boosted
Trees (‘LightGBM").

Uloha 13: Vizualizace 6D fazového prostoru hvézdného okoli Slunce z dat Gaia DR3 pomoci
algoritmu UMAP,

Uloha 14: Segmentace slabych gravitacnich obloukd v galaktickych kupach pomoci
neuronové sité U-Net v PyTorch.

Uloha 15: Masivné paralelni prostorovy cross-matching miliardového katalogu Gaia DR3 s
katalogem AIIWISE pomociHEALPix a DuckDB.
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Dodatek D: Encyklopedicky glosar pokrocilé
astroinformatiky

e AdamW: Optimaliza¢nialgoritmus pro hluboké neuronove sité, ktery spravné oddéluje
pokles vah (Weight Decay) od adaptivniho odhadu momentt gradientu.

e Affine Invariance (Afinniinvariance): Vlastnost statistického algoritmu (napr. vzorkovace
‘'emcee’), diky nizje chovani a efektivita metody nezavisla na linearnich transformacich a
méfitcich prostoru parametr(.

e Autokorelacnicas (7): Pocet krok( v Markovoveé fetézcinutny k tomu, aby se vygeneroval
jeden statisticky nezavisly vzorek z cilového posterioru.

e Bayesuv faktor (B12): Pomér marginalnich vérohodnosti(evidenci) dvou konkurenénich
modell Z; /25, vyjadfujici miru preference modelu M oproti M nazdkladé namérenych
dat.

e CARMA: Continuous-time AutoRegressive Moving Average; spojité stochastické
diferencialnimodely pouzivané k analyze nepravidelné vzorkovaného ¢erveného Sumu.

* Choleského faktorizace: Dekompozice pozitivné definitni kovarianénimatice ¥ = LL7,
nezbytna pro efektivnibéleniSumu a vyhodnocovani gaussovskych procesu.

e Cramérova-Raoova dolnimez (CRLB): Teoretickd mez, ktera stanovuje minimalni mozny
rozptyljakéhokoliv nestranného odhadu parametr( jako inverzi Fisherovy informacnimatice.

¢ Dynesty: Specializovana Python knihovna pro dynamicky Nested Sampling umoznujici
simultanniodhad parametr( a vypocet marginalnivérohodnosti.

¢ Evidence (Z): Marginalnivérohodnost modelu ziskana integracivérohodnosti pfes cely
apriorni prostor parametrd.

¢ Fisherovainformacnimatice (FIM): Mira mnozstviinformace, kterou pozorovana data nesou
o neznamych parametrech modelu; je stfednihodnotou druhé derivace logaritmické
veérohodnosti.

e Gaussovsky proces (GP): Nekonecnérozmérny stochasticky proces definovany stredni
funkcia kovarian¢nim jadrem, slouzici k neparametrickému modelovani korelovaného Sumu.

® GELU: Gaussian Error Linear Unit; hladka nelinearni aktivacni funkce vyuzivanav
transformerovych architekturach.

 Gelman-RubinGv diagnosticky test (R): Mira konvergence paralelnich MCMC fetézcl
porovnavajicirozptyl mezifetézcis prdmérnym vnitinim rozptylem retézcu.

¢ Hamiltonovské Monte Carlo (HMC): Fyzikalné motivovany vzorkovacialgoritmus propojujici
parametry s fiktivni hybnosti a integrujici pohybové rovnice po trajektoriich zachovavajicich
Hamiltonian.



ASTROINFORMATIKA Il

e HDBSCAN: Hierarchicky shlukovy algoritmus zaloZeny na hustoté, schopny identifikovat
shluky proménlivé hustoty aizolovat Sumové pozadi.

e HEALPix: Hierarchical Equal AreaisolLatitude Pixelization; matematicky standard pixelizace
kulové plochy se stejnou plochou vsech pixelQ.

* Lombuv-Scarglelv periodogram: Metoda odhadu vykonového spektra pro nepravidelné
vzorkované casoveé rady.

* Nested Sampling: Algoritmus Johna Skillinga transformujicimnohorozmérny integral
evidence najednorozmeérny integral pres apriorni kumulativni objem.

* No-U-Turn Sampler (NUTS): Pokrocilé rozsifeniHMC, které automaticky urcuje optimalni
délku integracniho kroku rekurzivnim stavénim binarnich stromd.

¢ PINN: Physics-Informed Neural Networks; neuronové sité integrujici parcialni diferencialni
rovnice pfimo do své optimalizacniztratové funkce.

e UMAP: Uniform Manifold Approximation and Projection; nelinearni technika redukce
dimenzionality zachovavaijicilokalnii globalni topologické struktury.

¢ VisionTransformer (ViT): Architektura hlubokého uc¢eni aplikujicimechanismus
samopozornostina obrazova datarozdélena do dlazdic.

¢ York(v algoritmus: Pfisné feSenilinearniregrese minimalizujici odchylky se zohlednénim
nezavislychikorelovanych chyb v obou osach.



